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1. ВВЕДЕНИЕ

Характер конкретных постановок задач оптимального управления для распределенных систем су-
щественно зависит от того, куда входят управления (в свободные члены уравнений состояния или
в коэффициенты уравнений), линейными или нелинейными дифференциальными уравнениями ма-
тематической физики (УМФ) описываются состояния систем управления ( см. [1]– [11]), а также за-
висит от того, какой гладкостью обладают входные данные систем управления. В настоящее время
наиболее полно исследован случай таких систем управления, когда управления входят в линейные
уравнения состояния и линейные предельные условия, а также когда входные данные и функции
состояния систем являются достаточно гладкими. Характерной особенностью задач оптимального
управления нелинейного типа является то, что отображение из множества допустимых управлений
в пространство состояний является нелинейным. Нелинейные задачи оптимального управления для
УМФ относятся к наиболее сложному классу задач оптимизации. Проблема численного решения за-
дач оптимального управления приводит к необходимости их аппроксимации задачами более простой
природы — “конечномерными задачами оптимизации” (см. [1]). Обзор работ, посвященных основам
общей теории и методам устойчивости и аппроксимации задач оптимального управления, а также
результатам в этой области, представлен, например, в [1]– [11]. Одним из наиболее удобных, универ-
сальных и широко распространенных методов конечномерных аппроксимаций задач оптимального
управления является метод сеток (см. [12]– [17]). Центральными в проблеме аппроксимации являют-
ся вопросы “конструирования” аппроксимаций, сходимости аппроксимаций по состоянию, функ-
ционалу, управлению, регуляризации аппроксимаций (см., например, [1]– [11]). Для систем управле-
ния, описываемых УМФ, построения и исследования аппроксимаций проводились в основном для
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линейных задач оптимального управления, причем с достаточно гладкими коэффициентами УМФ
и состояниями.

При исследовании многих процессов в движущихся средах в качестве основных можно выделить
диффузионный перенос той или иной субстанции и перенос, обусловленный движением среды, т.е.
конвективный перенос (см. [12]). Задачи конвекции-диффузии являются типичными для математи-
ческих моделей механики жидкости и газа. Так, распределение тепла, примесей может происходить
не только за счет диффузии, но и быть обусловленым движением среды. Принципиальные особенно-
сти физико-химических процессов в механике жидкости и газа могут быть порождены именно учетом
движения сред под действием тех или иных сил. Конвективный-диффузионный процесс может иг-
рать определяющую роль при моделировании самых разнообразных процессов. В частности, важное
значение приобретают экологические проблемы, связанные с описанием процессов распределения
примесей в атмосфере и водоемах, с моделированием загрязнения грунтовых вод. В газо- и гидроди-
намике в качестве базовых моделей многих процессов выступают краевые задачи как для стационар-
ных, так и нестационарных уравнений конвекции-диффузии — эллиптические или параболические
уравнения второго порядка с младшими членами. В настоящее время в теории численных методов
решения задач УМФ и задач оптимального управления наиболее глубокие результаты получены при
рассмотрении процессов с самосопряженными операторами. Это относится как к методам, базиру-
ющимся на конечно-разностных аппроксимациях состояния, так и к методам на основе конечно-
элементных аппроксимаций.

Данная работа посвящена исследованию численных методов решения наиболее важных для тео-
рии и практики задач оптимального управления для эллиптических уравнений второго порядка
с несамосопряженными операторами — задач конвекции-диффузии. Процесс управления описыва-
ется полулинейным уравнением конвекции-диффузии с управлениями в коэффициентах оператора
конвективного переноса и нелинейном члене уравнения. На управления накладываются локальные
ограничения. Наличие несамосопряженного оператора вызывает определенные трудности при по-
строении и изучении аппроксимаций дифференциальных уравнений, в частности при доказательстве
корректности разностных аппроксимаций, и при исследовании связи между исходной задачей оп-
тимального управления и аппроксимирующей сеточной задачей. Исследованы вопросы сходимости
аппроксимаций: установлены оценки точности аппроксимаций по состоянию и функционалу и схо-
димость аппроксимаций по управлению. На основе метода А. Н. Тихонова и полученных результатов
проведена регуляризация предложенных аппроксимаций, позволяющая строить минимизирующие
последовательности для целевых функционалов нелинейных задач оптимального управления, силь-
но сходящиеся в пространствах управлений к множествам точек минимумов функционалов исход-
ных постановок.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть Ω =
{︀
𝑥 = (𝑥1, 𝑥2) ∈ R2 : 0 < 𝑥α < 𝑙α,α = 1, 2

}︀
— прямоугольник с границей Γ. Пусть

управляемый процесс описывается в Ω краевой задачей Дирихле для полулинейного уравнения эл-
липтического типа с переменными коэффициентами:

𝐿(𝑔)𝑢 = −
2∑︁

α=1

𝜕

𝜕𝑥α

(︂
𝑘α(𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥α

)︂
+

2∑︁
α=1

𝑏α(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥α
+ 𝑑(𝑥)𝑞(𝑢) = 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ Ω, (1)

𝑢(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ Γ. (2)

Рассмотрим задачу минимизации функционала

𝐽(𝑔) =

∫︁
Γ*

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢(𝑥, 𝑔)

𝜕𝑁
− ψ(𝑥)

⃒⃒⃒⃒2
𝑑Γ*, (3)
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на решениях 𝑢(𝑥) = 𝑢(𝑥; 𝑔) краевой задачи (1)–(2) при следующих ограничениях на управления
𝑔(𝑥) = (𝑔1(𝑥), 𝑔2(𝑥), 𝑔3(𝑥)) = (𝑑(𝑥), 𝑏1(𝑥), 𝑏2(𝑥)):

𝑔 ∈ 𝑈 =

3∏︁
𝑘=1

𝑈𝑘 ⊂ 𝐵 = 𝑊 1
∞(Ω)× 𝑊 1

∞(Ω)×𝑊 1
∞(Ω) =

(︀
𝑊 1

∞(Ω)
)︀3
, (4)

где Γ* ⊆ Γ, mesΓ* > 0, ψ(𝑥) ∈ 𝑊 1
2 (Γ*) — заданная функция, а ξα, ξ̄α, 𝑅̂(α)

β
, α = 1, 2, 3, β = 1, 2 — за-

данные числа, п.в. — почти всюду. В данном случае мы имеем, так называемую, задачу оптимального
управления с граничным наблюдением конормальной производной состояния. Функционал цели (3)
в данной экстремальной задаче характеризует меру отклонения в 𝐿2 — норме конормальной произ-
водной состояния на границе Γ области Ω от заданной функции ψ(𝑥). В дальнейшем, для определен-
ности будем считать, что

Γ* = Γ+1 = {𝑥1 = 𝑙1, 0 < 𝑥2 < 𝑙2}.

Предполагается выполнение следующих условий: 𝑘α(𝑥), α = 1, 2, 𝑞(𝑢), 𝑓(𝑥) — заданные функции,
причем

𝑘α(𝑥) ∈ 𝐶1(Ω̄), 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶(Ω̄), 𝑘α(𝑥) ≥ ν > 0, α = 1, 2, 𝑥 ∈ Ω,

и
𝜕2𝑘α

𝜕𝑥α𝜕𝑥β
,

𝜕𝑓

𝜕𝑥β
, α, β = 1, 2 — ограниченные на Ω кусочно-гладкие функции;

(5)

функция 𝑞(𝑠) определена на R со значениями в R и удовлетворяет условиям

𝑞(0) = 0, 0 < 𝑞0 ≤
[︀
𝑞(𝑠1)− 𝑞(𝑠2)

]︀
/(𝑠1 − 𝑠2) ≤ 𝐿𝑞 < ∞, ∀𝑠1, 𝑠2 ∈ R, 𝑠1 ̸= 𝑠2; (6)

ξ1 > 0, −𝑚 ≤ ξ2 ≤ ξ̄2 ≤ 𝑚, −𝑝 ≤ ξ3 ≤ ξ̄3 ≤ 𝑝, 𝑚, 𝑝 = const > 0,

δ* = max
ε1, ε2 > 0
ε1 + ε2 ≤ ν

{︂
ν− (ε1 + ε2)

𝐶2
Ω

+ ξ1𝑞0 −
𝑚2

4ε1
− 𝑝2

4ε2

}︂
> 0, 𝐶2

Ω =

(︂
8

𝑙21
+

8

𝑙22

)︂−1

. (7)

Используя метод монотонных операторов [18, c. 78], [19, c. 202] можно показать, что существу-

ет единственное обобщенное решение задачи (1)–(2) в классе
∘
𝑊 1

2(Ω). Более того, это решение

𝑢(𝑥) ∈ 𝑊 2
2 (Ω)∩

∘
𝑊 1

2(Ω) = 𝑊 2
2,0(Ω), причем

sup
𝑔∈𝑈

‖𝑢(𝑥, 𝑔)‖𝑊 2
2 (Ω) ≤ 𝐶1‖𝑓(𝑥)‖𝐿2(Ω). (8)

Будем считать, что задача (1)–(2) принадлежит также пространству 𝑊 3
2 (Ω).

Замечание 2.1. В краевой задаче для состояния (1)-(2) выделим случай: 𝑞(𝑢) = 𝑢, важный для прило-
жений [12], [21]. Тогда источниковый член уравнения (1) будет содержать слагамое 𝑑(𝑥)𝑢(𝑥) пропорци-
ональное функции состояния 𝑢 = 𝑢(𝑥). В этом случае для существования решения 𝑢(𝑥) задачи (1)–(2) из
пространства 𝑊 3

2 (Ω) достаточно (см. [21, с. 31]), чтобы выполнялись, сформулированные выше условия
на исходные данные и управления.

Замечание 2.2. Рассмотрим условие (7): δ* > 0. Оно выполняется, если, например, постоянная𝐶Ω “до-
статочно мала” или если положительное число ξ1 · 𝑞0 “достаточно большое”. Выражения “достаточно
малое” и “достаточно большое” уточняются условием δ* > 0, где δ* определено в (7).

Здесь

𝐶2
Ω =

(︂
8

𝑙21
+

8

𝑙22

)︂−1

есть константа из неравенства Пуанкаре-Фридрихса∫︁
Ω

𝑢2 𝑑Ω ≤ 𝐶2
Ω

∫︁
Ω

∑︁
α=1

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥α

)︂2

𝑑Ω,
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с константой 𝐶Ω, зависящей лишь от этой области Ω.
По поводу условия (7) смотри также монографию [23, с. 94].
Условия (6) описывают сильную монотонность и липшиц-непрерывность нелинейной функ-

ции 𝑞(𝑢).
Напомним следующее
Определение 2.1 (см. [1, с. 49]). Последовательность {𝑢𝑛} ⊂ 𝐵 сходится к множеству 𝑈 слабо в 𝐵,

где 𝐵 — банахово пространство, если {𝑢𝑛} имеет хотя бы одну слабо сходящуюся подпоследователь-
ность, причем все точки 𝑣, являющиеся слабым пределом какой-либо подпоследовательности {𝑢𝑛}
принадлежат 𝑈 .

Пусть: 𝐻 = 𝑊 1
2 (Ω)×𝑊 1

2 (Ω)×𝑊 1
2 (Ω), 𝐽* = inf{𝐽(𝑔) : 𝑔 ∈ 𝑈}, 𝑈* = {𝑔* ∈ 𝑈 : 𝐽(𝑔*) = 𝐽*}.

Корректность постановки задачи (1)–(4) устанавливает
Теорема 2.1. Пусть выполнены условия, принятые при постановке задачи (1)–(4). Тогда

𝐽* = inf{𝐽(𝑔) : 𝑔 ∈ 𝑈} > −∞,

𝑈* = {𝑔* ∈ 𝑈 : 𝐽(𝑔*) = 𝐽*} ≠ ∅,
где 𝑈* — слабо компактно в 𝐻 и любая минимизирующая последовательность {𝑔𝑛} ⊂ 𝑈 для функционала
𝐽(𝑔) слабо в 𝐻 сходится ко множеству 𝑈*.

Доказательство. Используя оценку (8), можно показать, что функционал 𝐽(𝑔) слабо непрерывен
на𝑈 в слабой топологии пространства𝐻. Кроме того, множество допустимых управлений𝑈 является
выпуклым ограниченным и замкнутым множеством в рефлексивном пространстве 𝐻. Тогда справед-
ливость теоремы 2.1 следует из [1], с. 49, гл. 1, п. 3, определение 6, теорема 2, с. 51, теорема 4. Теорема
доказана.

3. РАЗНОСТНАЯ АППРОКСИМАЦИЯ ЗАДАЧ УПРАВЛЕНИЯ. АПРИОРНАЯ ОЦЕНКА
ФУНКЦИИ СОСТОЯНИЯ СЕТОЧНОЙ ЗАДАЧИ В НОРМЕ СЕТОЧНОГО

ПРОСТРАНСТВА 𝑊 2
2,0(ω̄)

Для аппроксимации задачи (3), (4), (1), (2) введем в Ω̄ сетки [13]: ω̄ = ω̄1 × ω̄2, ω = ω1 × ω2,
γ = ω̄ ∖ ω, ω(±1) = ω

±
1 × ω2, ω(±2) = ω1 × ω

±
2 . Пусть 𝑉 — множество сеточных функций, заданных на

сетке ω̄ = ω̄1 × ω̄2, а
∘
𝑉 — его подмножество, состоящее из сеточных функций, обращающихся в нуль

на γ = ω̄∖ω. Для сеточных функций из множества
∘
𝑉 введем следующие нормы:

‖𝑦‖2𝑊 1
2 (ω̄)

= |𝑦|2𝑊 1
2 (ω̄)

+ ‖𝑦‖2𝐿2(ω)
= |𝑦|2𝑊 1

2 (ω̄)
+
∑︁
𝑥∈ω

ℎ1ℎ2𝑦
2,

где

|𝑦|2𝑊 1
2 (ω̄)

= ‖𝑦‖2∘
𝑊 1

2(ω̄)
=

2∑︁
α=1

∑︁
𝑥∈ω(+α)

ℎ1ℎ2𝑦
2
𝑥̄α = ‖∇𝑦‖2𝐿2(ω)

,

ω(+1) = ω
+
1 ×ω2,ω(+2) = ω1×ω+

2 , которая превращает множество
∘
𝑉 в нормированное пространство,

обозначаемое через
∘
𝑊 1

2(ω̄), и
‖𝑦‖2𝑊 2

2 (ω̄)
= |𝑦|2𝑊 2

2 (ω̄)
+ ‖𝑦‖2𝑊 1

2 (ω̄)
,

где

|𝑦|2𝑊 2
2 (ω̄)

≡ ‖𝑦‖2𝑊 2
2,0(ω̄)

=

2∑︁
α=1

∑︁
𝑥∈ω

ℎ1ℎ2𝑦
2
𝑥̄α𝑥α + 2

∑︁
ω

−
1 ×ω+

2

ℎ1ℎ2𝑦𝑥̄1𝑥2
,

превращающее его в нормированное пространство, обозначаемое через 𝑊 2
2,0(ω̄).

Здесь, как обычно, через 𝐿2(ω) обозначено пространство сеточных функций, заданных на сетке ω
со скалярным произведением и нормой

(𝑦, 𝑣)ω = (𝑦, 𝑣)𝐿2(ω) =
∑︁
𝑥∈ω

ℎ1ℎ2𝑦(𝑥)𝑣(𝑥), ‖𝑦‖2ω = (𝑦, 𝑦)ω = (𝑦, 𝑦)𝐿2(ω).
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Далее, так как для любой сеточной функции 𝑦(𝑥) ∈
∘
𝑉 справедливо неравенство (разностный ана-

лог неравенства Фридрихса)

‖𝑦‖2𝐿2(ω)
≤ 𝐶2

Ω‖𝑦‖2∘
𝑊 1

2(ω̄)
, 𝐶2

Ω =

(︂
8

𝑙21
+

8

𝑙22

)︂−1

, (9)

то как следствие из этого неравенства, получим, что в пространстве
∘
𝑉 полунорма |𝑦|𝑊 1

2 (ω̄)
≡ ‖𝑦‖ ∘

𝑊 1
2(ω̄)

определяет эквивалентную ‖ · ‖𝑊 1
2 (ω̄)

норму. Действительно,

(1 + 𝐶2
Ω)

−1‖𝑦‖2𝑊 1
2 (ω̄)

≤ ‖𝑦‖2∘
𝑊 1

2(ω̄)
≤ ‖𝑦‖2𝑊 1

2 (ω̄)
. (10)

Далее, в пространстве
∘
𝑉 сеточных функций, обращающихся в нуль на границе γ, полунорма

|𝑦|𝑊 2
2 (ω̄)

≡ ‖𝑦‖𝑊 2
2,0(ω̄)

эквивалентна норме ‖𝑦‖𝑊 2
2 (ω̄)

. Действительно, имеет место оценка

‖𝑦‖2∘
𝑊 1

2(ω̄)
= |𝑦|2𝑊 1

2 (ω̄)
≤ 𝑙21 + 𝑙22

8
‖𝑦𝑥1𝑥2

‖2
𝐿2(ω

+
1 ×ω+

2 )
. (11)

Применяя неравенство (9) к этой оценки, получим

𝐶−2
Ω ‖𝑦‖2𝐿2(ω)

≤ 𝑙21 + 𝑙22
8

‖𝑦𝑥1𝑥2
‖2
𝐿2(ω

+
1 ×ω+

2 )
, (12)

откуда вытекает оценка

8

16 + (1 + 𝐶2
Ω)(𝑙

2
1 + 𝑙22)

‖𝑦‖2𝑊 2
2 (ω̄)

≤ ‖𝑦‖2𝑊 2
2,0(ω̄)

≤ ‖𝑦‖2𝑊 2
2 (ω̄)

. (13)

Лемма 3.1. Для любой сеточной функции 𝑦(𝑥), заданной на равномерной сетке ω̄ = ω̄1 × ω̄2 и обраща-
щейся в нуль на границе γ, справедливо неравенство

‖𝑦‖𝐿2(ω) ≤ 𝑀‖𝑦‖𝑊 2
2,0(ω̄)

, 𝑀 =

√
𝑙1𝑙2
32

[︂
π(𝑙21 + 𝑙22) +

2𝑙31𝑙
3
2

(𝑙21 + 𝑙22)
2

]︂
. (14)

Доказательство. Для функций 𝑦(𝑥), заданных на равномерной сетке ω̄и обращающихся в нуль на γ,
справедлива оценка

‖𝑦‖𝐶(ω̄) ≤ 𝑀0‖𝑦‖𝑊 2
2,0(ω̄)

, 𝑀0 =
1

32

[︂
π(𝑙21 + 𝑙22) +

2𝑙31𝑙
3
2

(𝑙21 + 𝑙22)
2

]︂
. (15)

Следовательно,
‖𝑦‖2𝐿2(ω)

=
∑︁
ω

ℎ1ℎ2𝑦
2(𝑥) ≤ 𝑙1𝑙2𝑀

2
0 ‖𝑦‖2𝑊 2

2,0(ω̄)
, (16)

откуда получаем оценку (14).
Лемма 3.2. Для любой сеточной функции 𝑣(𝑥), заданной на равномерной сетке ω̄ = ω̄1×ω̄2, справедливо

неравенство ∑︁
ω̄2

~2𝑣2𝑥̄1
(𝑙1, 𝑥2) ≤ ε

∑︁
ω̄1×ω̄2

𝑣𝑥̄1𝑥1
(𝑥1, 𝑥2)ℎ1~2 +𝑀

(︂
1

𝑙1
+

1

ε3

)︂
‖𝑣‖2𝐿2(ω̄)

, (17)

где ε > 0 — произвольное число, а 𝑀 — некоторая положительная постоянная, не зависящая ни от сет-
ки ω̄, ни от функции 𝑣(𝑥).

Доказательство. При произвольном фиксированном 𝑥2 для функции 𝑣(𝑥) = 𝑣(𝑥1, 𝑥2) справедлива
оценка (см. [13], с.294, теорема 3)

𝑣2𝑥̄1
(𝑙1, 𝑥2) ≤ ε

∑︁
ω̄1

𝑣2𝑥̄1𝑥1
(𝑥1, 𝑥2)ℎ1 +𝑀

(︂
1

𝑙1
+

1

ε3

)︂∑︁
ω̄1

𝑣2(𝑥1, 𝑥2)~1.
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Умножая это неравенство на ℎ2 и суммируя полученное соотношение по ω̄2, получаем оценку (17).
Лемма 3.3. Для любой сеточной функции 𝑦(𝑥), заданной на равномерной сетке ω̄ = ω̄1 × ω̄2 и обраща-

ющейся в нуль на границе γ, справедливо неравенство∑︁
ω̄2

~2𝑦2𝑥̄1
(𝑙1, 𝑥2) ≤ 𝐶‖𝑦‖2𝑊 2

2,0(ω̄)
. (18)

Доказательство следует из оценок (14) и (17).
Перейдем теперь к аппроксимации задачи оптимального управления.
Задаче оптимального управления (3), (4), (1)–(2) (с входными данными 𝑘α(𝑥), α = 1, 2, 𝑞(𝑢), 𝑓(𝑥))

поставим в соответствие следующие разностные аппроксимации: минимизировать сеточный функ-
ционал

𝐽ℎ(Φℎ) =
∑︁
𝑥2∈ω̄2

~2|𝑎1(𝑙1, 𝑥2)𝑦𝑥̄1
(𝑙1, 𝑥2)− ψ

ℎ2(𝑥2)|2, (19)

при условиях, что сеточная функция 𝑦(𝑥) = 𝑦(𝑥,Φℎ),𝑥 ∈ ω̄ℎ, является решением следующей сеточной
задачи Дирихле:

Λ(Φℎ)𝑦(𝑥) = −
2∑︀

α=1
(𝑎α(𝑥)𝑦𝑥̄α)𝑥α +

2∑︀
α=1

Φα+1,ℎ(𝑥)𝑦∘
𝑦α
(𝑥) + Φ1ℎ(𝑥)𝑞(𝑦) =

= 𝑆𝑥1𝑆𝑥2𝑓(𝑥) = 𝑓ℎ(𝑥), 𝑥 ∈ ω,
(20)

𝑦(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ γℎ, (21)

а сеточные управления Φℎ таковы, что

Φℎ(𝑥) = (Φ1ℎ(𝑥),Φ2ℎ(𝑥),Φ3ℎ(𝑥)) ∈
3∏︁

α=1

𝑈αℎ = 𝑈ℎ ⊂ 𝐵ℎ =
(︀
𝑊 1

∞(ω)
)︀3
, (22)

𝑈αℎ =
{︀
Φαℎ(𝑥) ∈ 𝑊 1

∞(ω) : ξα ≤ Φαℎ(𝑥) ≤ ξ̄α, 𝑥 ∈ ω, |Φαℎ𝑥1
(𝑥)| ≤ 𝑅

(α)
1 ,

𝑥 ∈ (ω1∖{𝑥1 − 𝑙1 − ℎ1})× ω2, |Φαℎ𝑥2
(𝑥)| ≤ 𝑅

(α)
2 , 𝑥 ∈ ω1 × (ω2∖{𝑥2 = 𝑙2 − ℎ2})

}︀
, (23)

α = 1, 2, 3. Здесь ψℎ2(𝑥2) = 𝑆𝑥2ψ— сеточная аппроксимация функции ψ(𝑥) с помощью операции
усреднения по Стеклову (см. [17, с. 56], [12, c. 158]):

𝑎α(𝑥) = 𝑘
(−0.5α)
α (𝑥), 𝑥 ∈ ω, α = 1, 2.

Разностную схему (20), (21) в дальнейшем будем рассматривать как операторное уравнение

𝐴ℎ𝑦 = 𝐹ℎ, (24)

с оператором 𝐴ℎ, действующим из 𝑊 2
2,0(ω̄) в 𝐿2(ω) и определяемым соотношением

𝐴ℎ𝑦(𝑥) = Λ𝑦(𝑥), 𝐹ℎ = 𝑓ℎ(𝑥), 𝑥 ∈ ω. (25)

Лемма 3.4. Для оператора 𝐴ℎ : 𝑊 2
2,0(ω̄) → 𝐿2(ω) справедливы следующие оценки:

(𝐴ℎ𝑣1 −𝐴ℎ𝑣2, 𝑣1 − 𝑣2)𝐿2(ω) ≥ δ*‖𝑣1 − 𝑣2‖2∘
𝑊 1

2(ω̄)
, (26)

𝐶0‖𝑣1 − 𝑣2‖𝑊 2
2,0(ω̄)

−𝑀1‖𝑣1 − 𝑣2‖ ∘
𝑊 1

2(ω̄)
≤ ‖𝐴ℎ𝑣1 −𝐴ℎ𝑣2‖𝐿2(ω̄) ≤ 𝑀2‖𝑣1 − 𝑣2‖𝑊 2

2,0(ω̄)
, (27)

где

𝐶0 =
ν2

2ν̄
, 𝑀1 = 𝐶Ω𝐿𝑞ξ

*
2 + 21/2(𝑅+ θ), ν̄ = max

α

{︀
‖𝑘α(𝑥)‖𝐿2(Ω)

}︀
,
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𝑀2 = 21/2ν̄+
𝑀1𝑙1𝑙2
16𝐶Ω

, 𝑅 = max
α

{︃⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑘α(𝑥)

𝜕𝑥α

⃦⃦⃦⃦
𝐿∞(Ω)

}︃
, θ = max{𝑚, 𝑝}, ξ*2 = max{|ξ2|, |ξ̄2|},

константы 𝐶Ω, 𝐿𝑞, ν, 𝑚, 𝑝, ξ2, ξ̄2, δ* определены в условиях (4)–(7).
Доказательство. Ограничимся доказательством оценки (27). Используя формулы разностного

дифференцирования произведения [13], и обозначая 𝑣(𝑥) = 𝑣1(𝑥)− 𝑣2(𝑥), из (20), (21) получим

𝐴ℎ𝑣1 −𝐴ℎ𝑣2 = −
2∑︀

α=1
𝑎α(𝑥)𝑣𝑥̄α𝑥α −

2∑︀
α=1

(︀
𝑎α(𝑥)

)︀
𝑥α

· 𝑣𝑥α+

+
2∑︀

α=1
Φα+1,ℎ(𝑥)𝑣∘

𝑥α
+Φ1ℎ(𝑥)

[︀
𝑞(𝑣1)− 𝑞(𝑣2)

]︀
, 𝑥 ∈ ω.

(28)

Откуда найдем
2∑︁

α=1

𝑎α(𝑥)𝑣𝑥̄α𝑥α = 𝐷(𝑥, 𝑣1, 𝑣2), 𝑥 ∈ ω, (29)

𝐷(𝑥, 𝑣1, 𝑣2) = Φ1ℎ(𝑥)[𝑞(𝑣1)− 𝑞(𝑣2)]− [𝐴ℎ𝑣1 −𝐴ℎ𝑣2]−

−
2∑︁

α=1

𝑎α𝑥α𝑣𝑥α +

2∑︁
α=1

Φα+1,ℎ(𝑥)𝑣∘
𝑥α
, 𝑥 ∈ ω.

(30)

Умножим обе части (29) на сеточную функцию
𝑣𝑥̄1𝑥1

𝑎2(𝑥)
и приведем полученное соотношение к виду

1

𝑎2(𝑥)

{︂
𝑎1(𝑥)𝑣

2
𝑥̄1𝑥1

+ 𝑎2(𝑥)

(︂
𝑣𝑥̄1𝑥1

+ 𝑣𝑥̄2𝑥2

2

)︂2}︂
=

𝑣𝑥̄1𝑥1

𝑎2(𝑥)
𝐷(𝑥, 𝑣1, 𝑣2) + 𝐼(𝑣),

где

𝐼(𝑣) =

(︂
𝑣𝑥̄1𝑥1

+ 𝑣𝑥̄2𝑥2

2

)︂2

− 𝑣𝑥̄1𝑥1
· 𝑣𝑥̄2𝑥2

. (31)

Из (31) установим оценку

ν

ν̄
≤ 1

ν
|𝐷| · |𝑣𝑥̄1𝑥1

|+ 𝐼(𝑣) ≤ 1

ν

[︂
1

4ε
𝐷2(𝑥, 𝑣1, 𝑣2) + ε|𝑣𝑥̄1𝑥1

|2
]︂
+ 𝐼(𝑣), ε > 0. (32)

Полагая ε = ν2

2ν̄ в неравенстве (32), получим оценку

ν

ν̄
𝑣2𝑥̄1𝑥1

≤ ν̄

ν3
𝐷2(𝑥, 𝑣1, 𝑣2) + 𝐼(𝑣). (33)

Умножим (33) на ℎ1ℎ2 и просуммируем по сетке ω. В результате получим оценку

‖𝑣𝑥̄1𝑥1
‖2𝐿2(ω)

≤ ν̄2

ν4
‖𝐷(𝑥, 𝑣1, 𝑣2)‖2𝐿2(ω)

+
2ν̄

ν

∑︁
ω

𝐼(𝑣)ℎ1ℎ2. (34)

Покажем, что ∑︁
ω

𝐼(𝑣)ℎ1ℎ2 ≤ 0 ∀𝑣 ∈
∘
𝑉 . (35)

Действительно, имеем∑︁
ω

𝐼(𝑣)ℎ1ℎ2 ≤
1

2

∑︁
ω

(︀
𝑣2𝑥̄1𝑥2

+ 𝑣2𝑥1𝑥2

)︀
ℎ1ℎ2 −

∑︁
ω

𝑣𝑥̄1𝑥1
· 𝑣𝑥̄2𝑥2

ℎ1ℎ2. (36)

Далее

∑︁
ω

(︀
𝑣2𝑥̄1𝑥2

+ 𝑣2𝑥1𝑥2

)︀
ℎ1ℎ2 =

∑︁
𝑥1∈ω1

𝑁2ℎ2∑︁
𝑥2=2ℎ2

𝑣2𝑥̄1𝑥2
ℎ1ℎ2 +

𝑁1ℎ1∑︁
𝑥1=2ℎ1

∑︁
𝑥2∈ω2

𝑣2𝑥̄1𝑥2
≤ 2

∑︁
𝑥∈ω+

1 ×ω+
2

𝑣2𝑥̄1𝑥2
ℎ1ℎ2. (37)
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Используя формулу суммирования по частям (дважды) с учетом соотношений

𝑣𝑥̄2𝑥2

⃒⃒⃒⃒
𝑥1 = 0
𝑥1 = 𝑙1

= 0, 𝑣𝑥̄1𝑥1

⃒⃒⃒⃒
𝑥2 = 0
𝑥2 = 𝑙2

= 0,

получим ∑︁
ω

𝑣𝑥̄1𝑥1
· 𝑣𝑥̄2𝑥2

ℎ1ℎ2 = −
∑︁
ω2

ℎ2
∑︁
ω

+
1

ℎ1𝑣𝑥̄1
·
(︀
𝑣𝑥̄2𝑥2

)︀
𝑥̄1

=

=
∑︁
ω

+
1

ℎ1
∑︁
ω2

ℎ2𝑣𝑥̄1𝑥2
·
(︀
𝑣𝑥̄1

)︀
𝑥̄2

=
∑︁

ω
+
1 ×ω+

2

𝑣2𝑥̄1𝑥2
ℎ1ℎ2.

(38)

Теперь с учетом (37), (38) из (36) получим желаемую оценку (35).
Вернемся теперь к неравенству (34). С учетом (35) из неравенства (34) получим

‖𝑣𝑥̄1𝑥1
‖2𝐿2(ω)

≤ ν̄2

ν4
‖𝐷(𝑥, 𝑣1, 𝑣2)‖2𝐿2(ω)

. (39)

Аналогично устанавливается оценка

‖𝑣𝑥̄2𝑥2
‖2𝐿2(ω)

≤ ν̄2

ν4
‖𝐷(𝑥, 𝑣1, 𝑣2)‖2𝐿2(ω)

. (40)

Следовательно,
2∑︁

α=1

‖𝑣𝑥̄α𝑥α‖2𝐿2(ω)
≤ 2ν̄2

ν4
‖𝐷(𝑥, 𝑣1, 𝑣2)‖2𝐿2(ω)

. (41)

Далее из (38) имеем ∑︁
𝑥∈ω+

1 ×ω+
2

𝑣2𝑥̄1𝑥2
ℎ1ℎ2 ≤

1

2

∑︁
ω

ℎ1ℎ2
(︀
𝑣2𝑥̄1𝑥2

+ 𝑣2𝑥1𝑥2

)︀
. (42)

Принимая во внимание оценку (42) и определение сеточной нормы ‖𝑣‖𝑊 2
2,0(ω̄)

, получим неравенство

‖𝑣‖2𝑊 2
2,0(ω̄)

=
∑︁
ω

(︀
𝑣2𝑥̄1𝑥1

+ 𝑣2𝑥̄2𝑥2

)︀
ℎ1ℎ2 + 2

∑︁
ω

+
1 ×ω+

2

ℎ1ℎ2𝑣
2
𝑥̄1𝑥2

≤ 2
∑︁
ω

ℎ1ℎ2
(︀
𝑣2𝑥̄1𝑥1

+ 𝑣2𝑥̄2𝑥2

)︀
. (43)

Теперь из неравенств (43), (41) получаем оценку

‖𝑣‖𝑊 2
2,0(ω̄)

≤ 2ν̄

ν2
‖𝐷(𝑥, 𝑣1, 𝑣2)‖𝐿2(ω). (44)

Перейдем теперь к оценке правой части неравенств (44). Имеем

‖𝐷(𝑥, 𝑣1, 𝑣2)‖𝐿2(ω) ≤ ‖Φ1ℎ(𝑥)[𝑞(𝑣1)− 𝑞(𝑣2)]‖𝐿2(ω) + ‖𝐴ℎ𝑣1 −𝐴ℎ𝑣2‖𝐿2(ω)+

+

2∑︁
α=1

[︂⃦⃦
𝑎α𝑥α

⃦⃦
𝐿2(ω)

+
⃦⃦
Φα+1,ℎ(𝑥)𝑣∘

𝑥α

⃦⃦
𝐿2(ω)

]︂
.

(45)

Принимая во внимание очевидные оценки⃒⃒
𝑎α𝑥α

⃒⃒
< 𝑅, 𝑅 = max

α

⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑘α(𝑥)

𝜕𝑥α

⃦⃦⃦⃦
𝐿∞(Ω)

,α = 1, 2;
⃦⃦
𝑣∘
𝑥α

⃦⃦
𝐿2(ω)

≤
⃦⃦
𝑣𝑥̄α

⃦⃦
𝐿2(ω+α)

,α = 1, 2,

неравенство (9) и ограничения (4), (5), (7), получим из (45)

‖𝐷(𝑥, 𝑣1, 𝑣2)‖𝐿2(ω) ≤
[︀
𝐶Ω𝐿𝑞ξ

*
2 + 21/2(𝑅+ θ)

]︀
‖𝑣‖ ∘

𝑊 1
2(ω̄)

+ ‖𝐴ℎ𝑣1 −𝐴ℎ𝑣2‖𝐿2(ω), (46)

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 64 № 7 2024



АППРОКСИМАЦИЯ ЗАДАЧ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ 1171

где
θ = max{𝑚, 𝑝}, ξ

*
2 = max{|ξ2|, |ξ̄2|}.

Из неравенств (44), (46) получаем

ν2

2ν̄
‖𝑣‖𝑊 2

2,0(ω)
−
[︀
𝐶Ω𝐿𝑞ξ

*
2 + 21/2(𝑅+ θ)

]︀
‖𝑣‖ ∘

𝑊 1
2(ω̄)

≤ ‖𝐴ℎ𝑣1 −𝐴ℎ𝑣2‖𝐿2(ω), (47)

откуда следует левая часть неравенства (27). Установим теперь правую часть неравенства (27). Из (28)
нетрудно получить оценку

‖𝐴ℎ𝑣1 −𝐴ℎ𝑣2‖𝐿2(ω) ≤
2∑︁

α=1

(︁⃦⃦
𝑎α(𝑥)𝑣𝑥̄α𝑥α

⃦⃦
𝐿2(ω)

+
⃦⃦
𝑎α𝑥α(𝑥)𝑣𝑥α

⃦⃦
𝐿2(ω)

+
⃦⃦
Φα+2,ℎ(𝑥)𝑣∘

𝑥α

⃦⃦
𝐿2(ω)

)︁
+

+ ‖Φ1ℎ(𝑥)[𝑞(𝑣1)− 𝑞(𝑣2)]‖𝐿2(ω) ≤ 21/2ν̄‖𝑣‖𝑊 2
2,0(ω)

+
[︀
𝐶Ω𝐿𝑞ξ

*
2 + 21/2(𝑅+ θ)

]︀
‖𝑣‖ ∘

𝑊 1
2(ω̄)

. (48)

Далее, так как сеточная функция 𝑣𝑥̄1
(𝑥1, 𝑥2) обращается в нуль при 𝑥2 = 0, 𝑥2 = 𝑙2, то (см. [13])∑︁

ω2

𝑣2𝑥̄1
(𝑥)ℎ2 ≤

𝑙22
8

∑︁
ω

+
2

𝑣2𝑥̄1𝑥̄2
ℎ2. (49)

Умножим эти неравенства на ℎ1 и просуммируем по 𝑥1 ∈ ω+
1 , тогда будем иметь

∑︁
ω

+
1 ×ω2

𝑣2𝑥̄1
(𝑥)ℎ1ℎ2 ≤

𝑙22
8

∑︁
ω

+
1 ×ω+

2

𝑣2𝑥̄1𝑥̄2
ℎ1ℎ2. (50)

Аналогично можно получить оценку∑︁
ω1×ω+

2

𝑣2𝑥̄2
(𝑥)ℎ1ℎ2 ≤

𝑙21
8

∑︁
ω

+
1 ×ω+

2

𝑣2𝑥̄1𝑥̄2
ℎ1ℎ2. (51)

Следовательно,

‖𝑣‖2∘
𝑊 1

2(ω̄)
≤ 𝑙21 + 𝑙22

8
‖𝑣𝑥̄1𝑥̄2

‖2
𝐿2(ω

+
1 ×ω+

2 )
. (52)

Далее, так как (см. (38)) ∑︁
ω

+
1 ×ω+

2

𝑣2𝑥1𝑥̄2
(𝑥)ℎ1ℎ2 =

∑︁
ω

𝑣𝑥̄1𝑥1
· 𝑣𝑥̄2𝑥2

ℎ1ℎ2,

то
2

∑︁
ω

+
1 ×ω+

2

𝑣𝑥̄1𝑥2
(𝑥)ℎ1ℎ2 ≤

∑︁
ω

(︀
𝑣2𝑥̄1𝑥2

+ 𝑣2𝑥1𝑥̄2

)︀
ℎ1ℎ2. (53)

Прибавляя к обеим частям неравенства (53) выражение

2
∑︁

ω
+
1 ×ω+

2

𝑣2𝑥̄1𝑥2
(𝑥)ℎ1ℎ2,

получим оценку

‖𝑣𝑥̄1𝑥2
‖2
𝐿2(ω

+
1 ×ω+

2 )
≤ 1

4
‖𝑣‖2𝑊 2

2,0(ω̄)
. (54)

Теперь на основе оценок (52), (54) получим неравенство

‖𝑣‖ ∘
𝑊 1

2(ω̄)
≤ 𝑙21 + 𝑙22

32
‖𝑣‖2𝑊 2

2,0(ω̄)
. (55)
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Вернемся к неравенству (48). Для оценки правой части (48) воспользуемся неравенством (55). В ре-
зультате установим оценку

‖𝐴ℎ𝑣1 −𝐴ℎ𝑣2‖𝐿2(ω) ≤
{︂
21/2ν̄+

[︀
21/2(𝑅+ θ) + 𝐶Ω𝐿𝑞ξ

*
2

]︀ 𝑙1𝑙2
16𝐶Ω

}︂
‖𝑣‖𝑊 2

2,0(ω̄)
.

Лемма доказана.
Следствие 3.1. Для всяких сеточных функций 𝑣1(𝑥), 𝑣2(𝑥), обращающихся в нуль на границе γ сет-

ки ω̄ имеет место оценка

‖𝑣1 − 𝑣2‖𝑊 2
2,0(ω̄)

≤ 1

𝐶0

(︂
1 +

𝑀1𝐶Ω

δ*

)︂
‖𝐴ℎ𝑣1 −𝐴ℎ𝑣2‖𝐿2(ω), (56)

где константы 𝐶0, 𝑀1, 𝐶Ω, δ* определены в лемме 3.4.
Доказательство. В силу оценки (26) и сеточного аналога неравенства Фридрихса (9) имеем

‖𝑣‖2∘
𝑊 1

2(ω̄)
≤ 1

δ*

(︀
𝐴ℎ𝑣1 −𝐴ℎ𝑣2, 𝑣1 − 𝑣2

)︀
𝐿2(ω)

≤

≤ 1

δ*
‖𝐴ℎ𝑣1 −𝐴ℎ𝑣2‖𝐿2(ω)‖𝑣‖𝐿2(ω) ≤

𝐶Ω

δ*
‖𝐴ℎ𝑣1 −𝐴ℎ𝑣2‖𝐿2(ω)‖𝑣‖ ∘

𝑊 1
2(ω̄)

.

(57)

Теперь из (27) и (57) следует

𝐶0‖𝑣1 − 𝑣2‖𝑊 2
2,0(ω̄)

≤
(︂
1 +

𝑀1𝐶Ω

δ*

)︂
‖𝐴ℎ𝑣1 −𝐴ℎ𝑣2‖𝐿2(ω),

т.е. справедливость неравенства (56) доказана.
Вернемся к разностной схеме (24), (25).
Следствие 3.2. Из неравенства (56) и 𝐴ℎ0 = 0 следует, что для решения 𝑦(𝑥) разностного уравнения

(24), (25) справедлива оценка

‖𝑦(𝑥,Φℎ)‖𝑊 2
2,0(ω̄)

≤ 𝐶‖𝑓ℎ(𝑥)‖𝐿2(ω̄), (58)

а также оценки

‖𝑦(𝑥,Φℎ)‖𝐶(ω̄) ≤ 𝑀̂1‖𝑓ℎ(𝑥)‖𝐿2(ω̄),

‖𝑦(𝑥,Φℎ)‖𝐿2(ω̄) ≤ 𝑀̂2‖𝑓ℎ(𝑥)‖𝐿2(ω̄),

‖𝑦(𝑥,Φℎ)‖𝑊 1
2 (ω̄)

≤ 𝑀̂3‖𝑓ℎ(𝑥)‖𝐿2(ω̄),

(59)

здесь 𝑀̂1, 𝑀̂2, 𝑀̂3 = const > 0.
Теорема 3.1. Пусть разностная аппроксимация задача оптимального управления (1)–(4) определяется

соотношениями (19)–(23) и выполнена оценка (58). Тогда

𝐽ℎ* = inf{𝐽ℎ(Φℎ) : Φℎ ∈ 𝑈ℎ} > −∞,

𝑈ℎ* = {Φℎ* ∈ 𝑈ℎ : 𝐽ℎ(Φℎ*) = 𝐽ℎ*} ≠ ∅.

Доказательство теоремы аналогично доказательству теоремы 2.1 и проводится на основе методи-
ки [1], [22].

4. АПРИОРНАЯ ОЦЕНКА ПОГРЕШНОСТИ МЕТОДА ПО СОСТОЯНИЮ В НОРМЕ
СЕТОЧНОГО ПРОСТРАНСТВА 𝑊 2

2,0(ω̄)

Установим теперь априорную оценку погрешности метода по состоянию в норме сеточного про-
странства 𝑊 2

2,0(ω̄). Через ψ̄ℎ(𝑥) обозначим невязку разностного уравнения (24), (25) (погрешности
аппроксимации разностного уравнения (24), (25) на решении исходной задачи для состояния (1), (2))

ψ̄ℎ(𝑥) = 𝐹ℎ(𝑥)−𝐴ℎ𝑢. (60)
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Для определения погрешности 𝑧 = 𝑦 − 𝑢 схемы (24), (25) получим уравнение

𝐴ℎ𝑦 −𝐴ℎ𝑢 = ψ̄ℎ(𝑥). (61)

В силу неравенства корректности (56) имеем

‖𝑦(𝑥,Φℎ)− 𝑢(𝑥, 𝑔)‖𝑊 2
2,0(ω̄)

≤ 𝑀‖ψ̄ℎ(𝑥)‖𝐿2(ω). (62)

Таким образом, оценка погрешности разностной схемы (24), (25) в сеточной норме 𝑊 2
2,0(ω̄) сводится

к оценке 𝐿2(ω) — нормы погрешности аппроксимации ψ̄ℎ(𝑥) разностной схемы (24), (25).
Лемма 4.1. Погрешность аппрокимации разностной схемы по состоянию (24), (25) представима в виде

ψ̄ℎ(𝑥) =

2∑︁
α=1

[︂
(η

(1)
α )𝑥α −

1

2

(︁
𝐵−
α (𝑥) +𝐵+

α (𝑥) + ̂︀𝐵−
α (𝑥) + ̂︀𝐵+

α (𝑥)
)︁
− η

(α)
3 (𝑥)

]︂
, 𝑥 ∈ ω, (63)

где сеточные функции η(1)α , 𝐵±
α (𝑥), ̂︀𝐵±

α (𝑥), η
(α)
3 (𝑥) имеют вид:

η
(1)
α (𝑥) =

[︂
𝑆𝑥β𝑘

(−0.5α)
α (𝑥)

]︂
𝑢𝑥̄α(𝑥)− 𝑆𝑥β

(︂
𝑘α

𝜕𝑢

𝜕ξα

)︂(−0.5α)

(𝑥), 𝑥 ∈ ω+α,

𝐵−
α (𝑥) =

[︂
𝑆𝑥𝐵α(𝑥)

]︂
𝑢𝑥α(𝑥)− 𝑆𝑥

(︂
𝑏α

𝜕𝑢

𝜕ξα

)︂
(𝑥),

𝐵+
α (𝑥) =

[︂
𝑆𝑥𝐵α(𝑥)

]︂
𝑢𝑥̄α(𝑥)− 𝑆𝑥

(︂
𝑏α

𝜕𝑢

𝜕ξα

)︂
(𝑥),

𝐵̂−
α (𝑥) = (Φα+1,ℎ(𝑥)− 𝑆𝑥𝑏α+1)𝑢𝑥α(𝑥),

𝐵̂+
α (𝑥) = (Φα+1,ℎ(𝑥)− 𝑆𝑥𝑏α+1)𝑢𝑥̄α(𝑥),

η
(1)
3 (𝑥) = [𝑆𝑥𝑑(𝑥)] 𝑞(𝑢(𝑥))− 𝑆𝑥[𝑑(ξ)𝑞(𝑢(ξ))](𝑥),

η
(2)
3 (𝑥) = (Φ1ℎ(𝑥)− 𝑆𝑥𝑑(𝑥)) 𝑞(𝑢(𝑥)).

(64)

Доказательство. Имеем

ψ̄ℎ(𝑥) = 𝐹ℎ(𝑥)−𝐴ℎ𝑢(𝑥) =

= 𝑓ℎ(𝑥)−
{︂
−

2∑︁
α=1

(︀
𝑎α(𝑥)𝑢𝑥

)︀
𝑥α

+

2∑︁
α=1

Φα+1,ℎ(𝑥)𝑢∘
𝑥α

+Φ1ℎ(𝑥)𝑞(𝑢)

}︂
.

(65)

Для представления погрешности аппроксимации в подходящем виде применим к обеим частям диф-
ференциального уравнения (1) усредняющий оператор 𝑆𝑥 = 𝑆𝑥1𝑠𝑥2 с центром в точке 𝑥 ∈ ω (иначе
говоря, проинтегрируем уравнение (1) по площадке 𝑒(𝑥) и разделим на ℎ1ℎ2). Тогда после некоторых
преобразований получим соотношение (обобщенное уравнение баланса):

−
2∑︁

α=1

(︂
𝑆𝑥β

(︂
𝑘α(𝑥)

𝜕𝑢

𝜕ξα

)︂(−0.5α))︂
𝑥α

(𝑥) +

2∑︁
α=1

𝑆𝑥1𝑠𝑥2

(︂
𝑏α(𝑥)

𝜕𝑢

𝜕ξα

)︂
(𝑥)+

+𝑆𝑥1𝑆𝑥2
(︀
𝑑(ξ)𝑞(𝑢(ξ)

)︀
(𝑥) = 𝑆𝑥1𝑠𝑥2𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ ω,

(66)

где 𝑆𝑥α — усредняющие операторы Стеклова по направлению 𝑥α, α = 1, 2, ξ— переменная, по кото-
рой производится интегрирование в 𝑆𝑥α, 𝑥 — точка сетки ω.

Используя соотношение (66), приведем погрешность аппроксимации (65) к виду (63), где сеточ-
ные функции — составляющие погрешности аппроксимации имеют вид (64). Лемма 4.1 доказана.

Перейдем к оценке составляющих (η
(1)
α (𝑥))𝑥α, α = 1, 2, погрешности аппроксимации ψ̄ℎ(𝑥).

Лемма 4.2. Пусть 𝑘α(ξ) ∈ 𝑊 1
∞(Ω), α = 1, 2, 𝑢(ξ) ∈ 𝑊 3

2 (Ω). Тогда для выражений (η
(1)
α (𝑥))𝑥α справед-

ливы оценки: ⃦⃦
(η

(1)
α (𝑥))𝑥α

⃦⃦
𝐿2(ω)

≤ 4
√
3|ℎ|‖𝑘α(𝑥)‖𝑊 1

∞(Ω)

[︀
|𝑢|𝑊 2

2 (Ω) + |𝑢|𝑊 3
2 (Ω)

]︀
, α = 1, 2. (67)
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Доказательство. Нетрудно видеть

(η
(1)
1 (𝑥))𝑥1

=
1

ℎ2

∫︁
𝑒2(𝑥2)

(︂
𝑘1(𝑥1 − 0.5ℎ1, ξ2)

[︂
𝑢𝑥̄1

− 𝜕𝑢(𝑥1 − 0.5ℎ1, ξ2)

𝜕ξ1

]︂)︂
𝑥1

𝑑ξ2. (68)

Используя разностные формулы дифференцирования произведения сеточных функций, из (68) по-
лучим представление

(η
(1)
1 (𝑥))𝑥1

=
∘
𝐵 (𝑥) +𝐵(𝑥), (69)

где
∘
𝐵 (𝑥) =

1

ℎ2

∫︁
𝑒2(𝑥2)

(︀
𝑘1(𝑥1 − 0.5ℎ1, ξ2)

)︀
𝑥1

[︂
𝑢𝑥̄1

− 𝜕𝑢(𝑥1 − 0.5ℎ1, ξ2)

𝜕ξ1

]︂
𝑑ξ2, (70)

𝐵(𝑥) =
1

ℎ2

∫︁
𝑒2(𝑥2)

𝑘1(𝑥1 + 0.5ℎ1, ξ2)

(︂
𝑢𝑥̄1

− 𝜕𝑢(𝑥1 − 0.5ℎ1, ξ2)

𝜕ξ1

)︂
𝑥1

𝑑ξ2. (71)

Оценим величины
∘
𝐵 (𝑥), 𝐵(𝑥). Нетрудно видеть

∘
𝐵 (𝑥) =

1

ℎ1ℎ2

∫︁
𝑒2(𝑥2)

[︂ ∫︁
𝑒1(𝑥1)

𝜕𝑘1(ξ1, ξ2)

𝜕ξ1
𝑑ξ1

]︂
·
[︂
𝑢𝑥̄1

(𝑥)− 𝜕𝑢(𝑥1 − 0.5ℎ1, ξ2)

𝜕ξ1

]︂
𝑑ξ2. (72)

Откуда

|
∘
𝐵 (𝑥)| ≤ 1

ℎ2

⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑘1(ξ1, ξ2)

𝜕ξ1

⃦⃦⃦⃦
𝐿2(Ω)

∫︁
𝑒2(𝑥2)

⃒⃒⃒⃒
𝑢𝑥̄1

(𝑥)− 𝜕𝑢(𝑥1 − 0.5ℎ1, ξ2)

𝜕ξ1

⃒⃒⃒⃒
𝑑ξ2. (73)

В результате оценки интеграла в правой части неравенства (73) получим

|
∘
𝐵 (𝑥)| ≤

⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑘1(ξ1, ξ2)

𝜕ξ1

⃦⃦⃦⃦
𝐿2(Ω)

(ℎ1ℎ2)
−1/2(ℎ1 + ℎ2)|𝑢|𝑊 2

2 (𝑒
1(𝑥)), (74)

где 𝑒1(𝑥) = {ξ = (ξ1, ξ2) : 𝑥1 − ℎ1 ≤ ξ1 ≤ 𝑥1, 𝑥2 − 0.5ℎ2 ≤ ξ2 ≤ 𝑥2 + 0.5ℎ2}.
Оценим теперь величину 𝐵(𝑥). Можно показать, что справедлива цепочка представлений

𝐵(𝑥) =
1

ℎ1ℎ2

∫︁
𝑒1(𝑥1)

∫︁
𝑒2(𝑥2)

𝑘1(𝑥1 + 0.5ℎ1, ξ2)

[︂
𝑢𝑥̄1𝑥1

(𝑥)− 𝜕2𝑢(ξ)

𝜕ξ21

]︂
𝑑ξ1𝑑ξ2 =

=
1

ℎ31ℎ2

∫︁∫︁
𝑒(𝑥)

𝑘1(𝑥1 + 0.5ℎ1, ξ2)

{︂ 𝑥1+ℎ1∫︁
𝑥1

[︂ θ1∫︁
θ1−ℎ1

(︂ 𝑥2∫︁
ξ2

𝜕3𝑢(𝑟1,𝑚2)

𝜕𝑟21𝜕𝑚2
𝑑𝑚2+

+

𝑟1∫︁
ξ1

𝜕3𝑢(𝑚1, ξ2)

𝜕𝑚3
1

𝑑𝑚1

)︂
𝑑𝑟1

]︂
𝑑θ1

}︂
𝑑ξ1ξ2.

(75)

Откуда найдем

|𝐵(𝑥)| ≤ 1

ℎ31ℎ2
‖𝑘1(ξ)‖𝐿2(Ω)

[︂
ℎ21ℎ2

𝑥1+ℎ1∫︁
𝑥1−ℎ1

∫︁
𝑒2(𝑥2)

⃒⃒⃒⃒
𝜕3𝑢(ξ1, ξ2)

𝜕ξ21𝜕ξ2

⃒⃒⃒⃒
𝑑ξ1𝑑ξ2+

+2ℎ31

𝑥1+ℎ1∫︁
𝑥1−ℎ1

∫︁
𝑒2(𝑥2)

⃒⃒⃒⃒
𝜕3𝑢(ξ1, ξ2)

𝜕ξ31

⃒⃒⃒⃒
𝑑ξ1𝑑ξ2

]︂
≤ ‖𝑘1(ξ)‖𝐿2(Ω)

[︁
ℎ−1
1 (ℎ1ℎ2)

1/2|𝑢|𝑊 3
2 (𝑒

−
1 ×𝑒2)

+

+2ℎ−1
2 (ℎ1ℎ2)

1/2|𝑢|𝑊 3
2 (𝑒

−
1 ×𝑒2)

+ ℎ−1
1 (ℎ1ℎ2)

1/2|𝑢|𝑊 3
2 (𝑒

+
1 ×𝑒2)

+ 2ℎ−1
2 (ℎ1ℎ2)

1/2|𝑢|𝑊 3
2 (𝑒

+
1 ×𝑒2)

]︁
.
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В результате получим

|𝐵(𝑥)| ≤ 2‖𝑘1(ξ)‖𝐿2(Ω)(ℎ1ℎ2)
−1/2(ℎ1 + ℎ2)

[︀
|𝑢|𝑊 3

2 (𝑒
−
1 ×𝑒2)

+ |𝑢|𝑊 3
2 (𝑒

+
1 ×𝑒2)

]︀
, 𝑥 ∈ ω, (76)

где 𝑒+1 = {𝑥1 ≤ ξ1 ≤ 𝑥1 + ℎ1}, 𝑒−1 = {𝑥1 − ℎ1 ≤ ξ1 ≤ 𝑥1}. Из соотношений (70), (74), (76) получаем

оценку величины (η
(1)
1 (𝑥))𝑥1

:⃒⃒⃒
(η

(1)
1 (𝑥))𝑥1

⃒⃒⃒
≤ 2‖𝑘1(ξ)‖𝑊 1

∞(Ω)(ℎ1ℎ2)
−1/2(ℎ1 + ℎ2)×

×
[︁
|𝑢|𝑊 2

2 (𝑒
−
1 ×𝑒2)

|𝑢|𝑊 3
2 (𝑒

−
1 ×𝑒2)

+ |𝑢|𝑊 3
2 (𝑒

+
1 ×𝑒2)

]︁
, 𝑥 ∈ ω.

(77)

Аналогично установим оценку⃒⃒⃒
(η

(1)
2 (𝑥))𝑥2

⃒⃒⃒
≤ 2‖𝑘2(ξ)‖𝑊 1

∞(Ω)(ℎ1ℎ2)
−1/2(ℎ1 + ℎ2)×

×
[︁
|𝑢|𝑊 2

2 (𝑒1×𝑒−2 )|𝑢|𝑊 3
2 (𝑒1×𝑒−2 ) + |𝑢|𝑊 3

2 (𝑒1×𝑒+2 )

]︁
, 𝑥 ∈ ω.

(78)

Оценка (67) является следствием оценок (77), (78). Лемма доказана.
Лемма 4.3. Пусть решение задачи (1), (2) для состояния 𝑢(𝑥) = 𝑢(𝑥, 𝑔) принадлежит классу 𝑊 2

2,0(Ω).
Тогда справедливы оценки:

‖𝐵±
α ‖𝐿2(ω) ≤ 𝑀ℎ‖𝑏α‖𝐿∞(Ω)‖𝑢‖𝑊 2

2,0(Ω), α = 1, 2,

‖𝐵̂±
α ‖𝐿2(ω) ≤ 𝑀‖Φα+1,ℎ(𝑥)− 𝑆𝑥𝑏α(𝑥)‖𝐿∞(ω)‖𝑢‖𝑊 2

2,0(Ω), α = 1, 2,

‖η(1)3 ‖𝐿2(ω) ≤ 𝑀𝐿𝑞ℎ‖𝑑(𝑥)‖𝐿∞(Ω)‖𝑢‖𝑊 2
2,0(Ω),

‖η(2)3 ‖𝐿2(ω) ≤ 𝑀𝐿𝑞‖Φ1ℎ(𝑥)− 𝑆𝑥𝑑(𝑥)‖𝐿∞(ω)‖𝑢‖𝑊 2
2,0(Ω).

(79)

Доказательство оценок (79) не вызывает труда, они довольно громоздки, и мы их опускаем.
Теорема 4.1. Пусть входные данные задачи (1), (2) 𝑘α(𝑥), 𝑓(𝑥) таковы, что ее решение 𝑢(ξ) = 𝑢(ξ, 𝑔)

(из 𝑊 2
2,0(Ω)) для любых управлений 𝑔 ∈ 𝑈 , где множество 𝑈 имеет вид (4), принадлежит классу 𝑊 3

2 (Ω).
Пусть 𝑦(𝑥) = 𝑦(𝑥,Φℎ) — решение сеточной задачи (20), (21). Тогда справедлива следующая оценка по-
грешности метода по состоянию в норме сеточного пространства 𝑊 2

2,0(ω̄):

‖𝑦(𝑥,Φℎ)− 𝑢(𝑥, 𝑔)‖𝑊 2
2,0(ω̄)

≤
{︂
|ℎ|

2∑︁
α=1

‖𝑘α‖𝑊 1
∞(Ω)‖𝑢(𝑥, 𝑔)‖𝑊 3

2 (Ω)+

+

[︂
|ℎ|

(︂ 2∑︁
α=1

‖𝑏α‖𝐿∞(Ω) + 𝐿𝑞‖𝑑‖𝐿∞(Ω)

)︂
+

2∑︁
α=1

‖Φα+1,ℎ(𝑥)− 𝑆𝑥𝑏α(𝑥)‖𝐿∞(ω)+

+𝐿𝑞‖Φ1ℎ(𝑥)− 𝑆𝑥𝑑(𝑥)‖𝐿∞(ω)

]︂
‖𝑢(𝑥, 𝑔)‖𝑊 2

2,0(Ω)

}︂
.

(80)

Доказательство теоремы следует из оценки (62), представления погрешности ψ̄ℎ в виде (63), (64)
и оценок норм составляющих погрешности ψ̄ℎ из (67) и (79).

5. ОЦЕНКИ ПОГРЕШНОСТИ СЕТОЧНОГО ФУНКЦИОНАЛА, СКОРОСТИ СХОДИМОСТИ
АППРОКСИМАЦИЙ ПО ФУНКЦИОНАЛУ, СХОДИМОСТЬ ПО УПРАВЛЕНИЮ.

РЕГУЛЯРИЗАЦИЯ АППРОКСИМАЦИЙ

Определим некоторые кусочно-постоянные восполнения сеточных функций. Пусть ν(𝑥α) — се-
точная функция, заданная на одномерной сетке ω̄α ⊂ [0, 𝑙α], α = 1, 2. Кусочно-постоянное восполне-
ние ν(𝑥α) на [0, 𝑙α], α = 1, 2, определим по формуле

ν̄(ξα) =

𝑁α∑︁
𝑖α=0

ν(𝑥α)
(𝑖α)ϕ𝑖α(ξ), ϕ𝑖α(ξ) =

{︃
1, ξα ∈ 𝑒α(𝑥

(𝑖α)
α ),

0, ξα /∈ 𝑒α(𝑥
(𝑖α)
α ).

(81)
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Справедлива следующая лемма.
Лемма 5.1. Пусть ψℎ2(ξ2), 𝑢𝑥̄1

(𝑙1, ξ2), 𝑎1(𝑙1, ξ2) — кусочно-постоянные восполнения на [0, 𝑙2] сеточных
функцийψℎ2(ξ2),𝑢𝑥̄1

(𝑙1, ξ2), 𝑎1(𝑙1, ξ2),𝑥2 ∈ ω̄2 ∈ [0, 𝑙2] по формулам, аналогичным (81). Тогда справедливы
оценки

‖ψℎ2(𝑥2)‖𝐿2(ω2) ≤ ‖ψ(ξ2)‖𝐿2(0,𝑙2), (82)

‖ψℎ2(𝑥2)‖𝐿2(0,𝑙2) ≤ ‖ψ(ξ2)‖𝐿2(0,𝑙2), (83)

‖ψℎ2(ξ2)− ψℎ2(𝑥2)‖𝐿2(0,𝑙2) ≤ |ℎ|‖ψ(ξ2)‖𝑊 1
2 (0,𝑙2)

, (84)

‖𝑢𝑥̄1
(𝑙1, 𝑥2)‖2𝐿2(0,𝑙2)

= ‖𝑢𝑥̄1
(𝑙1, 𝑥2)‖2𝐿2(ω̄2)

≤ 𝐶
[︁
|ℎ|‖𝑢‖2𝑊 1

2 (Ω) + ‖𝑢‖2𝑊 2
2 (Ω)

]︁
≤ 𝑀‖𝑢‖2𝑊 2

2 (Ω), (85)⃦⃦⃦⃦
𝑘1(𝑙1, ξ2)

𝜕𝑢(𝑙1, ξ2)

𝜕ξ1
− 𝑎1(𝑙1, ξ2)𝑢𝑥1

(𝑙1, ξ2)

⃦⃦⃦⃦
𝐿2(0,𝑙2)

≤ 𝑀 |ℎ|‖𝑘1‖𝑊 1
∞(Ω)|𝑢|𝑊 3

2 (Ω). (86)

Доказательство. Установим оценку (85). Нетрудно показать, что справедливо представление

𝑢𝑥̄1
(𝑥) = 𝑢𝑥1

(𝑥1 − ℎ1, 𝑥2) = ~2(ℎ1~2)−1/2|𝑢(ξ)|𝑊 2
2 (𝑒

1(𝑥1−ℎ1,𝑥2))+

+(ℎ1~2)−1/2|𝑢(ξ)|𝑊 1
2 (𝑒

1(𝑥1−ℎ1,𝑥2)), 𝑥 ∈ ω+
1 × ω̄2,

(87)

где 𝑒1(𝑥) = 𝑒1(𝑥1)× 𝑒2(𝑥2) = (𝑥1, 𝑥1 + ℎ1)× 𝑒2(𝑥2).
Из (87) при 𝑥1 = 𝑙1 получаем

𝑢𝑥̄1
(𝑙1, 𝑥2) = ~2(ℎ1~2)−1/2|𝑢(ξ)|𝑊 2

2 ((𝑙1−ℎ1,𝑙1)×(0,𝑙2)) + (ℎ1~2)−1/2|𝑢(ξ)|𝑊 1
2 ((𝑙1−ℎ1,𝑙1)). (88)

Принимая во внимание оценку (88), установим

‖𝑢𝑥̄1
(𝑙1, 𝑥2)‖2𝐿2(ω̄2)

≤ 2
[︁
ℎ−1
1 ℎ22|𝑢(ξ)|2𝑊 2

2 ((𝑙1−ℎ1)×(0,𝑙2))
+ ℎ−1

1 |𝑢(ξ)|2𝑊 1
2 ((𝑙1−ℎ1)×(0,𝑙2))

]︁
. (89)

Используя неравенство [21] имеем

|𝑢(ξ)|2𝑊 1
2 (Ωℎ)

≤ 𝑀0ℎ1‖𝑢(ξ)‖2𝑊 2
2 (Ω), (90)

где Ωℎ = (𝑙1 − ℎ1, 𝑙1)× (0, 𝑙2), из (89) получим оценку (85).
Докажем теперь оценку (86). Нетрудно видеть, что⃦⃦⃦⃦

𝑘1(𝑙1, ξ2)
𝜕𝑢(𝑙1, ξ2)

𝜕ξ1
− 𝑎1(𝑙1, ξ2)𝑢𝑥̄1

(𝑙1, ξ2)

⃦⃦⃦⃦2
𝐿2(0,𝑙2)

=
∑︁
ω̄2

∫︁
𝑒2(𝑥2)

[︂
𝑘1(𝑙1, ξ2)

𝜕𝑢(𝑙1, ξ2)

𝜕ξ1
−

−𝑎1(𝑙1, 𝑥2)𝑢𝑥̄1
(𝑙1, 𝑥2)

]︂2
𝑑ξ2 =

∑︁
ω̄2

∫︁
𝑒2(𝑥2)

[︂(︂
𝜕𝑢(𝑙1, ξ2)

𝜕ξ1
− 𝑢𝑥̄1

(𝑙1, 𝑥2)

)︂
𝑎1(𝑙1, 𝑥2)+

+(𝑘1(𝑙1, ξ2)− 𝑎1(𝑙1, 𝑥2))
𝜕𝑢(𝑙1, ξ2)

𝜕ξ1

]︂2
𝑑ξ2 ≤ 2

∑︁
ω̄2

∫︁
𝑒2(𝑥2)

[︂
𝜕𝑢(𝑙1, ξ2)

𝜕ξ1
− 𝑢𝑥̄1

(𝑙1, 𝑥2)

]︂2
×

×|𝑎1(𝑙1, 𝑥2)|2 𝑑ξ2 + 2
∑︁
ω̄2

∫︁
𝑒2(𝑥2)

[𝑘1(𝑙1, ξ2)− 𝑎1(𝑙1, 𝑥2)]
2

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢(𝑙1, ξ2)

𝜕ξ1

⃒⃒⃒⃒2
𝑑ξ2.

(91)

Оценим первое слагаемое в правой части (91). Имеем

|𝑎1(𝑙1, 𝑥2)| =
⃒⃒⃒⃒
1

~2

∫︁
𝑒2(𝑥2)

𝑘1(𝑙1 − 0.5ℎ1, 𝑟) 𝑑𝑟

⃒⃒⃒⃒
≤ ‖𝑘1(ξ)‖𝐿∞(Ω) ∀𝑥2 ∈ ω̄2. (92)
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Далее

∫︁
𝑒2(𝑥2)

[︂
𝜕𝑢(𝑙1, ξ2)

𝜕ξ1
− 𝑢𝑥̄1

(𝑙1, 𝑥2)

]︂2
𝑑ξ2 =

∫︁
𝑒2(𝑥2)

⎡⎣𝜕𝑢(𝑙1, ξ2)

𝜕ξ1
− 1

ℎ1

𝑙1∫︁
𝑙1−ℎ1

𝜕𝑢(ξ1, 𝑥2)

𝜕ξ1
𝑑ξ1

⎤⎦2

𝑑ξ2 =

=

∫︁
𝑒2(𝑥2)

⎧⎨⎩ 1

ℎ1

𝑙1∫︁
𝑙1−ℎ1

[︂
𝜕𝑢(𝑙1, ξ2)

𝜕ξ1
− 𝜕𝑢(ξ1, ξ2)

𝜕ξ1
+

𝜕𝑢(ξ1, ξ2)

𝜕ξ1
− 𝜕𝑢(ξ1, 𝑥2)

𝜕ξ1

]︂
𝑑ξ1

⎫⎬⎭
2

𝑑ξ2 =

=
1

ℎ21

∫︁
𝑒2(𝑥2)

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑙1∫︁

𝑙1−ℎ1

⎡⎢⎣ 𝑙1∫︁
ξ1

𝜕2𝑢(𝑚1, ξ2)

𝜕𝑚2
1

𝑑𝑚1 +

ξ2∫︁
𝑥2

𝜕2𝑢(ξ1,𝑚2)

𝜕ξ1𝜕𝑚2
𝑑𝑚2

⎤⎥⎦ 𝑑ξ1

⎫⎪⎬⎪⎭
2

𝑑ξ2 ≤

≤ 1

ℎ21

∫︁
𝑒2(𝑥2)

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑙1∫︁

𝑙1−ℎ1

⎡⎢⎣ 𝑙1∫︁
ξ1

⃒⃒⃒⃒
𝜕2𝑢(𝑚1, ξ2)

𝜕𝑚2
1

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑚1 +

ξ2∫︁
𝑥2

⃒⃒⃒⃒
𝜕2𝑢(ξ1,𝑚2)

𝜕ξ1𝜕𝑚2

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑚2

⎤⎥⎦ 𝑑ξ1

⎫⎪⎬⎪⎭
2

𝑑ξ2 =

=
1

ℎ21

∫︁
𝑒2(𝑥2)

⎧⎪⎨⎪⎩ℎ1

𝑙1∫︁
𝑙1−ℎ1

⃒⃒⃒⃒
𝜕2𝑢(𝑚1, ξ2)

𝜕𝑚2
1

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑚1 +

𝑙1∫︁
𝑙1−ℎ1

∫︁
𝑒2(𝑥2)

⃒⃒⃒⃒
𝜕2𝑢(ξ1,𝑚2)

𝜕ξ1𝜕𝑚2

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑚2𝑑ξ1

⎫⎪⎬⎪⎭
2

𝑑ξ2 ≤

≤ 2

ℎ21

∫︁
𝑒2(𝑥2)

⎧⎪⎨⎪⎩ℎ21

⎛⎜⎝ 𝑙1∫︁
ξ1

⃒⃒⃒⃒
𝜕2𝑢(𝑚1, ξ2)

𝜕𝑚2
1

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑚1

⎞⎟⎠
2

+

⎛⎜⎝ 𝑙1∫︁
𝑙1−ℎ1

∫︁
𝑒2(𝑥2)

⃒⃒⃒⃒
𝜕2𝑢(ξ1,𝑚2)

𝜕ξ1𝜕𝑚2

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑚2𝑑ξ1

⎞⎟⎠
2⎫⎪⎬⎪⎭ 𝑑ξ2 =

= 2

∫︁
𝑒2(𝑥2)

⎛⎝ 𝑙1∫︁
𝑙1−ℎ1

⃒⃒⃒⃒
𝜕2𝑢(𝑚1, ξ2)

𝜕𝑚2
1

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑚1

⎞⎠2

𝑑ξ2 +
2~2
ℎ21

⎛⎜⎝ 𝑙1∫︁
𝑙1−ℎ1

∫︁
𝑒2(𝑥2)

⃒⃒⃒⃒
𝜕2𝑢(ξ1,𝑚2)

𝜕ξ1𝜕𝑚2

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑚2𝑑ξ1

⎞⎟⎠
2

≤

(93)

≤ 2

∫︁
𝑒2(𝑥2)

ℎ1

⎛⎜⎝ 𝑙1∫︁
ξ1

⃒⃒⃒⃒
𝜕2𝑢(𝑚1, ξ2)

𝜕𝑚2
1

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑚1

⎞⎟⎠
2

𝑑ξ2 +
2~2
ℎ21

ℎ1~2

𝑙1∫︁
ξ1

∫︁
𝑒2(𝑥2)

⃒⃒⃒⃒
𝜕2𝑢(ξ1,𝑚2)

𝜕ξ1𝜕𝑚2

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑚2𝑑ξ1 =

= 2ℎ1

𝑙1∫︁
ξ1

∫︁
𝑒2(𝑥2)

⃒⃒⃒⃒
𝜕2𝑢(𝑚1, ξ2)

𝜕𝑚2
1

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑚1𝑑 ξ2 +

2~22
ℎ1

𝑙1∫︁
ξ1

∫︁
𝑒2(𝑥2)

⃒⃒⃒⃒
𝜕2𝑢(ξ1,𝑚2)

𝜕ξ1𝜕𝑚2

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑚2𝑑ξ1.

На основе оценок (92), (93) получаем оценку первого слагаемого в правой части неравенства (91):

∑︁
ω̄2

∫︁
𝑒2(𝑥2)

[︂
𝜕𝑢(𝑙1, ξ2)

𝜕ξ1
− 𝑢𝑥̄1

(𝑙1, 𝑥2)

]︂2
|𝑎1(𝑙1, 𝑥2)|2 𝑑ξ2 ≤ 𝑀 |ℎ|‖𝑘1(ξ)‖𝐿∞(Ω)|𝑢(ξ)|2𝑊 2

2 (Ωℎ)
. (94)

Используя неравенство (см. [21, с. 24])

|𝑢(ξ)|2𝑊 2
2 (Ωℎ)

≤ 𝑀 |ℎ|‖𝑢‖2𝑊 3
2 (Ω), (95)

из (94) установим оценку

∑︁
ω̄2

∫︁
𝑒2(𝑥2)

[︂
𝜕𝑢(𝑙1, ξ2)

𝜕ξ1
− 𝑢𝑥̄1

(𝑙1, 𝑥2)

]︂2
|𝑎1(𝑙1, 𝑥2)|2 𝑑ξ2 ≤ 𝑀 |ℎ|2‖𝑘1(ξ)‖𝐿∞(Ω)‖𝑢‖2𝑊 3

2 (Ω). (96)
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Перейдем теперь к оценке второго слагаемого в правой части неравенства (90). Имеем∑︁
ω2

∫︁
𝑒2(𝑥2)

[︀
𝑘1(𝑙1, ξ2)− 𝑎1(𝑙1, 𝑥2)

]︀2 ⃒⃒⃒⃒𝜕𝑢(𝑙1, ξ2)
𝜕ξ1

⃒⃒⃒⃒2
𝑑ξ2 ≤

≤

⎛⎜⎝∑︁
ω2

∫︁
𝑒2(𝑥2)

[︀
𝑘1(𝑙1, ξ2)− 𝑎1(𝑙1, 𝑥2)

]︀4
𝑑ξ2

⎞⎟⎠
1/2⎛⎜⎝∑︁

ω2

∫︁
𝑒2(𝑥2)

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢(𝑙1, ξ2)

𝜕ξ1

⃒⃒⃒⃒4
𝑑ξ2

⎞⎟⎠
1/2

=

=

⎛⎜⎝∑︁
ω̄2

∫︁
𝑒2(𝑥2)

⃒⃒⃒⃒
1

~2

∫︁
𝑒2(𝑥2)

[︀
𝑘1(𝑙1, ξ2)− 𝑘1(𝑙1 − 0.5ℎ1, 𝑟2)

]︀
𝑑𝑟2

⃒⃒⃒⃒4
𝑑ξ2

⎞⎟⎠
1/2

×

×

⎛⎜⎝∑︁
ω2

∫︁
𝑒2(𝑥2)

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢(𝑙1, ξ2)

𝜕ξ1

⃒⃒⃒⃒4
𝑑ξ2

⎞⎟⎠
1/2

≤ 𝑀‖𝑢(ξ)‖2𝑊 2
2 (Ω)×

×

⎛⎜⎝∑︁
ω̄2

∫︁
𝑒2(𝑥2)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 1~2

∫︁
𝑒2(𝑥2)

⎡⎣ 𝑙1∫︁
𝑙1−0.5ℎ1

𝜕𝑘1(𝑚1, ξ2)

𝜕𝑚1
𝑑𝑚1 +

ξ2∫︁
𝑟2

𝜕𝑘1(𝑙1 − 0.5ℎ1,𝑚2)

𝜕𝑚2
𝑑𝑚2

⎤⎦ 𝑑𝑟2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
4

𝑑ξ2

⎞⎟⎠
1/2

≤

≤ 𝑀1|ℎ|2
(︂⃦⃦⃦⃦

𝜕𝑘1(ξ)

𝜕ξ1

⃦⃦⃦⃦
𝐿∞(Ω)

+

⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑘1(ξ)

𝜕ξ2

⃦⃦⃦⃦
𝐿∞(Ω)

)︂2

‖𝑢(ξ)‖2𝑊 2
2 (Ω).

(97)

Принимая во внимание оценки (96), (97) и неравенство (91), получаем оценку (86). Лемма доказана.
Теорема 5.1. Пусть выполнены условия теоремы 4.1. Для любых управлений 𝑔 ∈ 𝑈 и Φℎ ∈ 𝑈ℎ и любых

ℎ > 0 для погрешности сеточного функционала (19) справедлива оценка

|𝐽(𝑔)− 𝐽ℎ(Φℎ)| ≤ 𝑀

[︂
|ℎ|+ ‖𝑆𝑥𝑑(𝑥)− Φ1ℎ(𝑥)‖𝐿∞(ω) +

2∑︁
α=1

‖𝑆𝑥𝑏α(𝑥)− Φα+1,ℎ(𝑥)‖𝐿∞(ω)

]︂
. (98)

Доказательство. Принимая во внимание (3), (19) приведем погрешность аппроксимации функци-
онала εℎ(𝑔,Φ) = 𝐽(𝑔)− 𝐽ℎ(Φℎ) к специальному виду

εℎ(𝑔,Φℎ) =

2∑︁
𝑘=1

𝐷
(𝑘)
ℎ , (99)

где

𝐷
(1)
ℎ =

⃦⃦⃦⃦
𝑘1(𝑙1, ξ2)

𝜕𝑢(𝑙1, ξ2)

𝜕ξ1
− ψ(ξ2)

⃦⃦⃦⃦2
𝐿2(0,𝑙2)

−
⃦⃦
𝑎1(𝑙1, ξ2)𝑢𝑥̄1

(𝑙1, ξ2)− ψℎ2(ξ2)
⃦⃦2
𝐿2(0,𝑙2)

, (100)

𝐷
(2)
ℎ =

⃦⃦
𝑎1(𝑙1, ξ2)𝑢𝑥̄1

(𝑙1, ξ2)− ψℎ2(ξ2)
⃦⃦2
𝐿2(0,𝑙2)

−
⃦⃦
𝑎1(𝑙1, 𝑥2)𝑦𝑥̄1

(𝑙1, 𝑥2)− ψ
ℎ2(𝑥2)

⃦⃦2
𝐿2(ω̄2)

. (101)

Оценим величины 𝐷
(𝑘)
ℎ , 𝑘 = 1, 2. Нетрудно убедиться, что справедливы оценки

|𝐷(1)
ℎ | ≤

[︂⃦⃦⃦⃦
𝑘1(𝑙1, ξ2)

𝜕𝑢(𝑙1, ξ2)

𝜕ξ1
− 𝑎1(𝑙1, ξ2)𝑢𝑥̄1

(𝑙1, ξ2)

⃦⃦⃦⃦
+

+
⃦⃦
ψ(ξ2)− ψℎ2(ξ2)

⃦⃦
𝐿2(0,𝑙2)

]︂
·
[︂⃦⃦⃦⃦

𝑘1(𝑙1, ξ2)
𝜕𝑢(𝑙1, ξ2)

𝜕ξ1

⃦⃦⃦⃦
𝐿2(0,𝑙2)

+

+
⃦⃦
𝑎1(𝑙1, ξ2)𝑢𝑥̄1

(𝑙1, ξ2)
⃦⃦
𝐿2(0,𝑙2)

+ ‖ψ(ξ2)‖𝐿2(0,𝑙2) +
⃦⃦
ψℎ2(ξ2)

⃦⃦
𝐿2(0,𝑙2)

]︂
,

(102)
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|𝐷(2)
ℎ | ≤

⃦⃦
𝑎1(𝑙1, 𝑥2)[𝑢𝑥̄1

(𝑙1, 𝑥2)− 𝑦𝑥̄1
(𝑙1, 𝑥2)]

⃦⃦
𝐿2(ω̄2)

×

×
[︀
‖𝑎1(𝑙1, 𝑥2)𝑢𝑥̄1

(𝑙1, 𝑥2)‖𝐿2(ω̄2) + ‖𝑎1(𝑙1, 𝑥2)𝑦𝑥̄1
(𝑙1, 𝑥2) + 2ψℎ2(𝑥2)‖𝐿2(ω̄2)

]︀
.

(103)

Наконец проведем оценки правых частей неравенств (102), (103). Для этого воспользуемся оцен-
ками (82)–(86), неравенствами ⃦⃦⃦⃦

𝜕𝑢(𝑙1, ξ2)

𝜕ξ1

⃦⃦⃦⃦
𝐿2(0,𝑙2)

≤ 𝑀1‖𝑢(ξ)‖𝑊 2
2 (Ω), (104)

‖𝑦𝑥̄1
(𝑙1, 𝑥2)‖𝐿2(ω̄2) ≤ 𝑀2‖𝑦(𝑥)‖𝑊 2

2,0(ω̄)
, (105)

‖𝑦𝑥̄1
(𝑙1, 𝑥2)− 𝑢𝑥̄1

(𝑙1, 𝑥2)‖𝐿2(ω̄2) ≤ 𝑀2‖𝑦 − 𝑢‖𝑊 2
2,0(ω̄)

, (106)

вытекающими из теорем вложения Соболева и их разностных аналогов, а также оценками (8), (10),
(20). В результате, для величины εℎ(𝑔,Φℎ) установим оценку (98). Теорема доказана.

Будем допускать, что вычисления функционалов 𝐽ℎ(Φℎ), определяемых соотношением (19), ве-
дутся приближенно, и получающийся приближенный функционал 𝐽ℎδℎ(Φℎ) связан с 𝐽ℎ(Φℎ) соотно-
шениями

𝐽ℎδℎ(Φℎ) = 𝐽ℎ(Φℎ) + θδℎ(Φℎ), |θδℎ(Φℎ)| ≤ δℎ,

∀Φℎ ∈ 𝑈ℎ, δℎ → +0 при |ℎ| → 0.
(107)

Предположим, что при каждом ℎ = (ℎ1, ℎ2) и соответствующей сетки ω̄ = ω̄ℎ с помощью какого-
либо метода минимизации получено сеточное управление Φ̂ℎ = Φℎδℎεℎ ∈ 𝑈ℎ, дающее решение задачи
(19)–(23), (107) в смысле

𝐽ℎδℎ* ≤ 𝐽ℎδℎ(Φ̂ℎ) ≤ 𝐽ℎδℎ* + εℎ, Φ̂ℎ ∈ 𝑈ℎ, (108)

где последовательность {εℎ} такова, что εℎ > 0 и εℎ → 0 при ℎ → 0.
Определим отображения

𝑅ℎ : 𝐻 → 𝐻ℎ и 𝑁ℎ : 𝐻ℎ → 𝐻

по правилу: 𝑅ℎ𝑔 = Φℎ, где

𝑔 = (𝑔1(𝑡), 𝑔2(𝑡), 𝑔3(𝑡)) = (𝑑(𝑡), 𝑏1(𝑡), 𝑏2(𝑡)), Φℎ(𝑥) = (𝑅̄ℎ𝑔1(𝑥), 𝑅̄ℎ𝑔2(𝑥), 𝑅̄ℎ𝑔3(𝑥)),

а 𝑅̄ℎ𝑔𝑘(𝑥), 𝑘 = 1, 2, 3 — дискретизации на сетке ω = ω1 × ω2 управляющих функций 𝑔𝑘(𝑡), 𝑘 =
= 1, 2, 3, по формуле 𝑅̄ℎ𝑔𝑘(𝑥) = 𝑆𝑥𝑔𝑘, 𝑘 = 1, 2, 3; 𝑁ℎΦℎ = 𝑔, где Φℎ = (Φ1ℎ(𝑥),Φ2ℎ(𝑥),Φ3ℎ(𝑥)), 𝑔 =
= (𝑄ℎΦ1ℎ(𝑡), 𝑄ℎΦ2ℎ(𝑡), 𝑄ℎΦ3ℎ(𝑡)), 𝑄ℎΦ𝑘ℎ(𝑡), 𝑘 = 1, 2, 3 — кусочно-линейные восполнения на Ω сеточ-
ных управлений Φ𝑘ℎ(𝑥), 𝑘 = 1, 2, 3, 𝑥 ∈ ω, такие что 𝑅ℎ𝑔 ∈ 𝑈ℎ, 𝑁ℎΦℎ ∈ 𝑈 .

Справедлива
Теорема 5.2. Пусть выполнены условия теоремы 5.1. Тогда последовательность разностных задач ми-

нимизации (19), (20)–(21), (22)–(23) при |ℎ| → 0 аппроксимирует исходную экстремальную задачу (3),
(4), (1)–(2) по функционалу, т.е. lim 𝐽ℎδℎ* = 𝐽* при |ℎ| → 0, причем справедлива оценка скорости сходи-
мости

|𝐽ℎδℎ* − 𝐽*| ≤ |𝐽ℎ* − 𝐽*|+ δℎ ≤ 𝐶|ℎ|+ δℎ; (109)

если последовательность сеточных управлений {Φ̂ℎ} ⊂ 𝑈ℎ определена из условий (108), то последователь-
ность управлений {𝑁ℎΦ̂ℎ} является минимизируюшей для задачи (3), (4), (1)–(2) и справедлива оценка
скорости сходимости

0 ≤ 𝐽(𝑁ℎΦ̂ℎ)− 𝐽* ≤ 𝐶[|ℎ|+ εℎ + δℎ];

последовательность {𝑁ℎΦ̂ℎ} слабо в 𝐻 сходится к множеству 𝑈* ̸= ∅ оптимальных управлений зада-
чи (3), (4), (1)–(2).

Доказательство теоремы 5.2 проводится на основе методики [1], [22] и опирается на полученные
выше результаты.
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Согласно теореме 2.1 задача (3), (1), (2), (4) является корректно поставленной в слабой топо-
логии 𝐻. В сильной топологии пространства 𝐻 (в метрике пространства 𝐻) задача, вообще гово-
ря, некорректна, т.е. могут существовать минимизирующие последовательности, не сходящиеся по
норме 𝐻 к множеству 𝑈*. Поэтому для построения минимизирующей последовательности, сходя-
щейся в метрике пространства 𝐻 к множеству 𝑈* воспользуемся методом регуляризации А. Н. Ти-
хонова [1], [22]. Введем стабилизатор Ω(𝑔) = ‖𝑔‖2𝐻 и его разностный аналог Ωℎ(Φℎ) = ‖Φℎ‖2𝐻ℎ

, где
𝐻ℎ = (𝑊 1

2 (ω))
3. При каждом ℎ > 0 рассмотрим задачу минимизации дискретного функционала Ти-

хонова
𝑇ℎδℎαℎ

(Φℎ) = 𝐽ℎδℎ(Φℎ) + αℎΩℎ(Φℎ), Φℎ ∈ 𝑈ℎ, (110)

на множестве 𝑈ℎ, где {αℎ} — произвольная последовательность положительных чисел, сходящихся
к нулю при |ℎ| → 0.

Определим последовательность Φ̌ℎ = {Φℎδℎαℎνℎ} из условий

𝑇ℎδℎαℎ* ≡ inf{𝑇ℎδℎαℎ
: Φℎ ∈ 𝑈ℎ} ≤ 𝑇ℎδℎαℎ

(Φ̌) ≤ 𝑇ℎδℎαℎ* + νℎ, Φ̌ℎ ∈ 𝑈ℎ, (111)

где {νℎ} — положительная последовательность, сходящаяся к нулю при ℎ → 0.
Теорема 5.3. Пусть выполнены условия теоремы 5.1, последовательность Φ̌ℎ =

{︀(︀
Φ̌1ℎ(𝑥), Φ̌2ℎ(𝑥),

Φ̌3ℎ(𝑥)
)︀}︀

определена из условий (111). Тогда последовательность управлений {𝑁ℎΦ̌ℎ} является миними-
зирующей для задачи (3), (1), (2), (4) и справделива оценка скорости сходимости

0 ≤ 𝐽(𝑁ℎΦ̌ℎ)− 𝐽* ≤ 𝐶[|ℎ|+ δℎ + νℎ + αℎ];

если, кроме того, параметры αℎ, δℎ, νℎ согласованы так, что (|ℎ|+ νℎ + δℎ)/αℎ → 0 при |ℎ| → 0, то по-
следовательность

{︀
𝑁ℎΦ̌ℎ

}︀
=

{︀
𝑄ℎΦ̌1ℎ(𝑡), 𝑄ℎΦ̌2ℎ(𝑡), 𝑄ℎΦ̌3ℎ(𝑡)

}︀
сильно в 𝐻 сходится ко множеству 𝑈** =

=
{︀
𝑔** ∈ 𝑈* : Ω(𝑔** = ‖𝑔**)‖2𝐻 = inf{‖𝑔*‖2𝐻 : 𝑔* ∈ 𝑈*} = Ω*

}︀
— нормальных решений задачи (3), (1), (2),

(4), т.е.
lim
|ℎ|→0

inf{‖𝑁ℎΦ̌ℎ − 𝑔**‖𝐻 : 𝑔** ∈ 𝑈**} = 0 и limΩ(𝑁ℎΦ̌ℎ) = Ω* при |ℎ| → 0.

Доказательство теоремы проводится на основе методики [1], [22] и опирается на полученные выше
результаты.
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Abstract. The paper studies difference approximations of the optimal control problem with boundary observation of the
conormal derivative of the state described by the Dirichlet problem for semi-linear elliptic equations with controls in the
coefficients of the convective transport operator and the nonlinear term of the equation. The issues of the correctness
of the formulation of the optimal control problem were considered. Differential approximations of the optimal control
problem are constructed. The issues of convergence of approximations in terms of functionality and control are studied.
The regularization of approximations is carried out.
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