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1. ВВЕДЕНИЕ. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Проблема существования решений задачи Штурма–Лиувилля для обыкновенных дифференци-

альных уравнений второго порядка с разрывными нелинейностями изучалась в [1]–[9]. Отметим так-
же работу [10], посвященную решениям модельной краевой задачи для обыкновенного дифферен-
циального уравнения второго порядка с параметром и разрывной правой частью, в которой решения
выписываются в явном виде.

По сравнению с [1]–[3], [6] в настоящей статье ослаблены ограничения на множество точек раз-
рыва и рост нелинейности на бесконечности, изучаются полуправильные решения, а в отличие от
предыдущих работ авторов (см. [4], [5], [8]–[10]) дифференциальный оператор является несамосо-
пряженным.

Рассматривается вопрос существования решений задачи Штурма–Лиувилля

𝐿𝑢(𝑥) ≡ −(𝑝(𝑥)𝑢′(𝑥))
′ + 𝑟(𝑥)𝑢′(𝑥) + 𝑞(𝑥)𝑢(𝑥) = λ𝑔(𝑥, 𝑢(𝑥)), 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏), (1)

𝑢(𝑎) = 𝑢(𝑏) = 0 (2)

при положительных значениях спектрального параметра λ. Здесь 𝑝 ∈ 𝐶1,α([𝑎, 𝑏]), 𝑟, 𝑞 ∈ 𝐶0,α([𝑎, 𝑏]),
𝑟(𝑥) ≢ 0, 0 < α < 1, −∞ < 𝑎 < 𝑏 < +∞. Предполагается, что 𝑔(𝑥, 0) = 0 почти всюду на (𝑎, 𝑏) и нелиней-
ность 𝑔(𝑥, 𝑢) разрывна по фазовой переменной 𝑢.

В силу наличия у линейного дифференциального оператора 𝐿 в уравнении (1) ненулевого слагае-
мого 𝑟(𝑥)𝑢′(𝑥) с производной первого порядка оператор 𝐿 не является самосопряженным. Значит, ва-
риационный метод (основной аппарат исследования задач с разрывными нелинейностями) не может

1) Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (№ 23-21-00069). https://rscf.ru/project/23-21-00069.
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быть применен к изучению задачи (1), (2). Поэтому в настоящей статье используется метод верхних
и нижних решений, позволяющий исследовать задачи без условия формальной самосопряженности
дифференциального оператора.

Для дальнейших рассуждений потребуются следующие определения.
Определение 1. Сильным решением задачи (1), (2) называется функция 𝑢 ∈ 𝑊 2

1 ((𝑎, 𝑏)) ∩ 𝑊̊ 1
2 ((𝑎, 𝑏)),

удовлетворяющая уравнению (1) для почти всех 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏).
Определение 2. Полуправильным решением задачи (1), (2) называется такое сильное ее решение 𝑢,

значение которого 𝑢(𝑥) для почти всех 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) является точкой непрерывности функции 𝑔(𝑥, ⋅).
Поскольку 𝑔(𝑥, 0) = 0 почти всюду на (𝑎, 𝑏), то при любом значении параметра λ функция 𝑢(𝑥) ≡ 0

на (𝑎, 𝑏) является сильным решением задачи (1), (2). Нулевое (тривиальное) решение является по-
луправильным тогда и только тогда, когда нуль является точкой непрерывности функции 𝑔(𝑥, ⋅) для
почти всех 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏).

2. ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
Пусть нелинейность 𝑔(𝑥, 𝑢) в уравнении (1) равна разности функций 𝑔2(𝑥, 𝑢) и 𝑔1(𝑥, 𝑢), неубываю-

щих по переменной 𝑢 для почти всех 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏), причем функция 𝑔2(𝑥, 𝑢) суперпозиционно измерима,
а функция 𝑔1(𝑥, 𝑢) каратеодориева. Тогда имеют место следующие теоремы.

Теорема 1. Пусть λ1 –– минимальное собственное значение дифференциального оператора 𝐿 в уравне-
нии (1) с граничным условием (2) и λ1 > 0. Предположим также, что

1) lim inf
𝑢→0

𝑢−1𝑔(𝑥, 𝑢) ⩾ 𝑘1 (𝑘1 –– положительная константа или +∞) равномерно по 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏);

2) lim sup
|𝑢|→+∞

𝑢−1𝑔(𝑥, 𝑢) = 0 равномерно по 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏);

3) 𝑔(𝑥, 0) ≡ 0 на (𝑎, 𝑏);
4) функции 𝑔𝑖(𝑥, ⋅), 𝑖 = 1, 2, ограничены на отрезках числовой прямой ℝ равномерно по 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏).

Тогда существует λ0 > 0 такое, что для любого λ ⩾ λ0 и произвольного 𝑞 > 1 задача (1), (2) имеет сильное
положительное и сильное отрицательное решения на (𝑎, 𝑏) из соболевского пространства 𝑊 2

𝑞 ((𝑎, 𝑏)).
Теорема 2. Пусть выполнены все условия теоремы 1, кроме условия 2). Вместо него выполняется усло-

вие 2′) lim sup
|𝑢|→+∞

𝑢−1𝑔(𝑥, 𝑢) ⩽ γ равномерно по 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏), где γ ∈ (0, 𝑘1) –– постоянная, 𝑘1 –– константа из

условия 1) теоремы 1.
Тогда для любого λ ∈ (λ1𝑘−1

1 , λ1γ−1) и произвольного 𝑞 > 1 задача (1), (2) имеет сильное положительное
и сильное отрицательное решения на (𝑎, 𝑏) из соболевского пространства 𝑊 2

𝑞 ((𝑎, 𝑏)).
Пусть теперь нелинейность 𝑔(𝑥, 𝑢) в уравнении (1) суперпозиционно измерима и для некоторой

положительной константы 𝑀 функция 𝑔(𝑥, 𝑢) + Mu неубывающая по 𝑢 на ℝ для почти всех 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏).
Тогда справедливы следующие теоремы.

Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 1 (условие 4) для функции 𝑔(𝑥, ⋅)). Тогда существует
λ0 > 0 такое, что для любого λ ⩾ λ0 и произвольного 𝑞 > 1 задача (1), (2) имеет полуправильное положи-
тельное и полуправильное отрицательное решения на (𝑎, 𝑏) из соболевского пространства 𝑊 2

𝑞 ((𝑎, 𝑏)).
Теорема 4. Пусть выполнены условия теоремы 2. Тогда для любого λ ∈ (λ1𝑘−1

1 , λ1γ−1) и произвольного
𝑞 > 1 задача (1), (2) имеет полуправильное положительное и полуправильное отрицательное решения на
(𝑎, 𝑏) из соболевского пространства 𝑊 2

𝑞 ((𝑎, 𝑏)).
Результаты, аналогичные теоремам 1–4, для эллиптических краевых задач с параметроми разрыв-

ными нелинейностями были получены в [11], [12]. В настоящей статье осуществлен перенос резуль-
татов для уравнений эллиптического типа на обыкновенные дифференциальные уравнения.

Доказательство теорем 1–4 проводится методом верхних и нижних решений аналогично доказа-
тельству следствий 4, 7 из [11] и теорем 9, 12 из [12].

3. ПРИЛОЖЕНИЯ
Приведем примеры разрывных нелинейностей 𝑔(𝑥, 𝑢), удовлетворяющих условиям теорем 1–4.
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Пример 1.Пусть

𝑔(𝑥, 𝑢) ≡ 𝑔(𝑢) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

− 3√𝑢 − 3, если 𝑢 < −1,
sgn(𝑢), если |𝑢| ⩽ 1,
√𝑢 + 1, если 𝑢 > 1.

(3)

С одной стороны, нелинейность 𝑔(𝑢) равна разности двух неубывающих на ℝ функций

𝑔2(𝑢) =
{

−4 при 𝑢 < −1,
𝑔(𝑢) − 2 при 𝑢 ⩾ −1

и

𝑔1(𝑢) =
{

−𝑔(𝑢) − 4 при 𝑢 < −1,
−2 при 𝑢 ⩾ −1,

причем 𝑔1(𝑢) непрерывна на ℝ, а у функции 𝑔2(𝑢) три точки разрыва. Функция 𝑔(𝑢) неограниченная
на ℝ и удовлетворяет условиям 1)–3) теоремы 1.

С другой стороны, нелинейность 𝑔(𝑢) суперпозиционно измерима, функция 𝑔(𝑢)+𝑢 неубывающая
на ℝ, 𝑔(0) = 0. У функции 𝑔(𝑢) три точки разрыва, она не ограничена на ℝ, и для нее выполняются
условия теоремы 3.

Отметим, что для задачи (1), (2) с такой нелинейностью функция 𝑢(𝑥) ≡ 0 является сильным ре-
шением, но не является полуправильным решением.

Пример 2.Пусть

𝑔(𝑥, 𝑢) ≡ 𝑔(𝑢) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

−γ1𝑢 − 3, если 𝑢 < −1,
sgn(𝑢), если |𝑢| ⩽ 1,
γ𝑢 + 1, если 𝑢 > 1,

γ > 0 –– постоянная, γ1 ∈ (0, 2].
Нелинейность 𝑔(𝑢) равна разности двух неубывающих на ℝ функций

𝑔2(𝑢) =
{

0 при 𝑢 < −1,
𝑔(𝑢) + 3 − γ1 при 𝑢 ⩾ −1

и

𝑔1(𝑢) =
{

−𝑔(𝑢) при 𝑢 < −1,
3 − γ1 при 𝑢 ⩾ −1,

причем 𝑔1(𝑢) непрерывна на ℝ, а у функции 𝑔2(𝑢) три точки разрыва, если γ1 ∈ (0, 2), и две, если γ1 = 2.
Отметим, что 𝑔(𝑢) имеет линейный рост на бесконечности и удовлетворяет условиям теоремы 2 и не
удовлетворяет условию 2) теоремы 1.

Нелинейность 𝑔(𝑢) суперпозиционно измерима, функция 𝑔(𝑢) + γ1𝑢 неубывающая на ℝ, 𝑔(0) = 0.
При γ1 ∈ (0, 2) у функции 𝑔(𝑢) три точки разрыва, и для нее выполняются условия теоремы 4.

Далее (не ограничивая общности) положим в задаче (1), (2)

𝑝(𝑥) = 𝑟(𝑥) = 𝑞(𝑥) ≡ 1, 𝑎 = 0, 𝑏 = 1

и рассмотрим нелинейности 𝑔(𝑥, 𝑢) из примеров 1, 2.
Прежде всего отметим, что если при некотором значении λ = λ̄ задача (1), (2) с нелинейностью (3)

имеет решение 𝑢 = ̄𝑢(𝑥), целиком лежащее в полосе −1 ⩽ 𝑢 ⩽ 1, то для любого β ∈ (0, 1) задача (1), (2)
будет иметь и решение 𝑢 = β ̄𝑢(𝑥) при значении параметра λ = βλ̄. Другими словами, существование
хотя бы одного решения, лежащего в полосе −1 ⩽ 𝑢 ⩽ 1 при некотором λ = λ̄, гарантирует существо-
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вание решений при любых λ ∈ (0, λ̄). Это связано с линейностью левой части и следующим свойством
правой части: 𝑔(𝑥, β𝑢) = 𝑔(𝑥, 𝑢) = sgn(𝑢) при −1 ⩽ 𝑢 ⩽ 1.

На фиг. 1 представлена зависимость начальных данных 𝑢′(0) решений задачи из примера 1 от зна-
чений параметра λ. Каждая точка на этом графике отвечает некоторому решению, поэтому он удобен
для отслеживания количества решений при различных значениях λ. Проведенные рассуждения обос-
новывают наличие отрезков, исходящих из начала координат, которые соответствуют решениям, не
выходящим за пределы полосы −1 ⩽ 𝑢 ⩽ 1.

Фиг. 1. Зависимость 𝑢′(0) от λ в примере 1.

Кривые 𝑂𝐴𝐵𝐶 и 𝑂𝐷𝐸𝐹 соответствуют положительному и отрицательному решениям. Участки 𝑂𝐴
и 𝑂𝐷 суть отрезки, описывающие решения из полосы −1 ⩽ 𝑢 ⩽ 1. Участки 𝐴𝐵𝐶 и 𝐷𝐸𝐹 соответству-
ют решениям, выходящим за пределы этой полосы. Например, на приведенных на фиг. 2 графиков
решений видно, что при λ = 8 имеются три положительных и три отрицательных решения, по два из
которых пересекают линии 𝑢 = ±1, вдоль которых нелинейность 𝑔(𝑥, 𝑢) терпит разрыв. Кривые 𝐴𝐵𝐶
и 𝐷𝐸𝐹 как раз предсказываются теоремой 1: существует такое положительное λ0 (точка 𝐸 на фиг. 1),
что для всех λ ⩾ λ0 задача имеет сильное положительное и сильное отрицательное решения. В соот-
ветствии с теоремой 3 эти решения будут и полуправильными.

Фиг. 2. Графики решений примера 1 при λ = 8.
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Впримере 2 также 𝑔(𝑥, 𝑢) = sgn(𝑢)при−1 ⩽ 𝑢 ⩽ 1, и на графике зависимости 𝑢′(0) от λ, представлен-
ном на фиг. 3, вновь имеются отрезки, исходящие из начала координат. Однако теперь кривая 𝑂𝐴𝐵𝐶,
соответствующая положительным решениям, уходит на бесконечность при значении λ → π2/2 + 5/8,
предсказанном теоремой 2.Кривая𝑂𝐷𝐸𝐹 соответствует отрицательнымрешениямикачественнопо-
хожа на аналогичную кривую из примера 1. Таким образом, при λ ∈ (0, π2/2 + 5/8) имеются сильные
положительное и отрицательное решения.

Фиг. 3. Зависимость 𝑢′(0) от λ в примере 2 при γ = 2, γ1 = 1.

Для иллюстрации решений было выбрано значение λ = 5. Полученные графики представлены на
фиг. 4.Имеются три положительных решения, два из которых пересекают линию 𝑢 = 1, вдоль которой
правая часть 𝑔(𝑥, 𝑢) терпит разрыв. Также существует единственное отрицательное решение, лежащее
в полосе −1 ⩽ 𝑢 ⩽ 0, поскольку выбранное значение λ = 5 левее точки 𝐸 на фиг. 3. Эти решения
являются полуправильными в полном соответствии с теоремой 4.

Фиг. 4. Графики решений примера 2 при λ = 5, γ = 2, γ1 = 1.

Пример 3. Рассмотрим задачу (1), (2) с 𝑝(𝑥) = 𝑟(𝑥) = 𝑞(𝑥) ≡ 1, 𝑎 = 0, 𝑏 = 1 и нелинейностью

𝑔(𝑥, 𝑢) ≡ 𝑔(𝑢) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

− 3√𝑢 − 3, если 𝑢 < −1,
𝑢, если |𝑢| ⩽ 1,
√𝑢 + 1, если 𝑢 > 1.
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Как и в примере 1, она удовлетворяет теоремам 1 и 3, однако теперь 𝑔(𝑥, 𝑢) не имеет разрыва при 𝑢 = 0.
Вследствие этого тривиальное решение 𝑢(𝑥) ≡ 0 является сильным и полуправильным.

Вновь начнем с исследования ненулевых решений, не выходящих за пределы полосы −1 ⩽ 𝑢 ⩽ 1.
Они будут существовать лишь при λ = λ𝑘 = π2𝑘2 + 5/4, 𝑘 = 1, 2, …, и иметь вид

𝑢 = 𝐴𝑘𝑒𝑥/2 sin π𝑘𝑥, |𝐴𝑘| ⩽ √1+4π2𝑘2

2π𝑘 𝑒−1/2+arctg 2π𝑘/(2π𝑘). (4)

На графике зависимости 𝑢′(0) от λ, приведенном на фиг. 5, этим решениям соответствуют вертикаль-
ные отрезки. Участки 𝐴𝐵𝐶 и 𝐷𝐸𝐹 соответствуют положительным и отрицательным решениям, выхо-
дящим за пределы полосы −1 ⩽ 𝑢 ⩽ 1. По фиг. 5 можно сделать вывод, что существует такое значение
λ0 > 0 (точка 𝐸), начиная с которого при каждом λ ⩾ λ0 существуют положительное и отрицательное
решения поставленной задачи. Данный вывод полностью согласуется с теоремой 1.

Фиг. 5. Зависимость 𝑢′(0) от λ в примере 3.

Графики решений при λ = 12 имеют вид, представленный на фиг. 6. Оба нетривиальных решения
пересекают линии 𝑢 = ±1, вдоль которых правая часть терпит разрыв, по два раза. Таким образом,
они являются полуправильными, что и предсказывается теоремой 3.

Фиг. 6. Графики решений примера 3 при λ = 12.
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Пример 4. Рассмотрим задачу из примера 3 с нелинейностью

𝑔(𝑥, 𝑢) ≡ 𝑔(𝑢) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

−𝑢 − 3, если 𝑢 < −1,
𝑢, если |𝑢| ⩽ 1,
1
2 𝑢 + 1, если 𝑢 > 1.

Как и в примере 3, тривиальное решение является полуправильным, и при λ = λ𝑘 = π2𝑘2 + 5/4,
𝑘 = 1, 2, …, существует семейство решений (4). Поэтому на графике зависимости 𝑢′(0) для решений
данной задачи от параметра λ, изображенном на фиг. 7, вновь видны вертикальные отрезки. Также
есть кривая 𝐷𝐸𝐹, соответствующая отрицательным решениям. Однако теперь кривая 𝐴𝐵𝐶, отвечаю-
щая положительным решениям, выходящим за пределы полосы −1 ⩽ 𝑢 ⩽ 1, уходит на бесконечность
при λ → 2π2 + 5/2. Это согласуется с теоремой 2, утверждающей существование положительного и от-
рицательного решений в данном случае при λ ∈ (π2 + 5/4, 2π2 + 5/2).

Фиг. 7. Зависимость 𝑢′(0) от λ в примере 4.

Графики решений при λ = 12 приведены на фиг. 8. Как и в примере 3, нетривиальные решения
дважды проходят через точки разрыва нелинейности, так что эти решения являются полуправильны-
ми в полном соответствии с теоремой 4.

Фиг. 8. Графики решений примера 4 при λ = 12.

Таким образом, полученные теоретические результаты проиллюстрированы примерами.
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Abstract. The problem of existence of solutions of the Sturm-Liouville problem with a non-self-adjoint
differential operator and non-linearity discontinuous in the phase variable is considered. Theorems on the
existence of non-trivial (positive and negative) solutions for positive values of the spectral parameter are
established for the problem under study. Examples illustrating the obtained theorems are given.
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