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В работе рассматривается задача вариационного усвоения данных наблюдений для двумер-
ной диффузионной модели F слоя ионосферы Земли ИВМ РАН. В качестве наблюдений рас-
сматривались данные о полном интегральном электронном содержании вдоль заданных тра-
екторий. Сформулирована общая постановка задачи в дифференциальной форме, исследова-
на ее разрешимость. На основе регуляризованной постановки построен итерационный
алгоритм решения задачи ассимиляции, показана его сходимость. Построена конечномерная
аппроксимация и реализовано численное решение задачи, доказаны устойчивость и сходи-
мость разностной схемы. На основе контрольных численных экспериментов исследовано ка-
чество восстановления полей распределения электронной концентрации, показано приемле-
мое восстановление слабовозмущенного решения как для стационарной, так и для эволюци-
онной постановок при вертикальных и наклонных траекториях интегрирования. Библ. 38.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Известно, что знание основных характеристик земной ионосферы имеет существенное прак-

тическое значение, поскольку они определяют условия для распространения всех типов радио-
сигналов в околоземной среде, обеспечивающих бесперебойную работу систем дальней глобаль-
ной радиосвязи, спутниковых систем связи, радиолокации, а также навигационных систем гло-
бального спутникового позиционирования [1]–[3]. Таким образом, по мере значительного роста
использования систем навигации и спутниковой радиосвязи в социальной, экономической и
оборонной сферах в последние десятилетия все острее признается потребность в надежной и
точной системе анализа и прогнозирования состояния ионосферы и его изменчивости. Недоста-
точный на сегодняшний день уровень точности описания физических процессов и высокой из-
менчивости в верхней атмосфере и ионосфере Земли представляет собой фундаментальную
сложность решения данной задачи. Результаты последних исследований показывают, что мно-
гие механизмы формирования изменчивости остаются совсем не изученными [4], [5], а для их
детального описания, по-видимому, требуется комплексный подход, учитывающий внешние
воздействия космической природы (солнечная активность и др.), электромагнитные и динами-
ческие процессы во всей атмосфере, а также нелинейное взаимодействие термосферы и ионо-
сферы [6]–[8].

Поскольку в последние десятилетия произошло существенное увеличение объема и доступ-
ности глобальных данных наблюдений о параметрах ионосферы различного типа, это сильно
стимулировало различные научные группы перейти к созданию систем усвоения данных для

1)Работа выполнена при финансовой поддержке Минобрнауки РФ (соглашение № 075-15-2022-286), а также РНФ
(проект 20-11-20057, исследования в разд. 3).
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ионосферы, а также к новому направлению по включению верхних слоев атмосферы и ионосфе-
ры в разрабатывающиеся модели Земной системы. Для решения таких задач в Институте вычис-
лительной математики им. Г.И. Марчука (ИВМ РАН) [9] в течение последних лет уже разрабо-
таны новые версии глобальной модели общей циркуляции атмосферы (0–130 км) с включением
нижних слоев термосферы и ионосферы [10–12], а также новые модели термосферы (90–500 км)
[13] и F слоя ионосферы [14]. На их основе создана новая глобальная динамическая совместная
модель термосферы и ионосферы [15].

Предлагаемая работа является первой из серии работ, посвященных обозначенной в начале
задаче разработки перспективной прогностической системы четырехмерного вариационного
усвоения данных для модели ионосферы Земли ИВМ РАН для решения проблемы прогноза гло-
бального состояния ионосферы. Как известно, системы усвоения данных позволяют подгото-
вить согласованные трехмерные распределения характеристик среды и начальное состояние,
необходимое при решении задачи краткосрочного прогноза ее состояния. В силу небольшого
времени предсказуемости первого рода для ионосферной динамики в F слое времена кратко-
срочного прогноза лежат в рамках суточного цикла (практическую значимость имеют времена от
15 мин до 4–6 ч). Успешное решение задачи ассимиляции данных для описания глобального со-
стояния ионосферы стало возможным благодаря появлению и расширению ряда систем непре-
рывного мониторинга ее характеристик, отвечающих требованиям достаточной точности и гло-
бальности покрытия, оперативности и доступности. В целом можно выделить два основных
класса данных наблюдений ионосферы, отвечающих приведенным требованиям:

• Данные о полном содержании электронов (ПЭС/TEC) вдоль наклонных трасс связи назем-
ных станций и спутников в фиксированные моменты времени (интеграл электронной плотности
вдоль трассы радиосигнала станция-спутник), полученные с помощью обработки радиосигна-
лов глобальных навигационных спутниковых систем (ГНСС/GNSS) или других спутниковых
систем [16] (в первую очередь это данные систем GPS [16] и ГЛОНАСС [18]. Обе системы пред-
ставляют собой большую группу космических аппаратов, обращающихся на среднем расстоянии
от поверхности Земли 20000 км, наземный сегмент содержит широкую сеть стационарных при-
емников, расположенных в основном на суше. Станции принимают спутниковый сигнал и пуб-
ликуют протоколы обмена данными (с частотой обновления 30 с), по которым можно опреде-
лить ПЭС вдоль траектории сигнала с точностью до некоторой неопределенной аддитивной по-
стоянной. Для исключения этой постоянной используются отдельные методы [19]–[21],
которые в данной работе обсуждаться не будут. Таким образом, в общем доступе имеется опера-
тивная непрерывная информация о наклонных значениях ПЭС с рядом ограничений, однако с
широким покрытием и высокой частотой получения, которая с использованием дополнитель-
ных методов обработки и интерполяции может служить источником информации о глобальном
состоянии ионосферы.

• Данные о профилях электронной плотности, главным образом полученные ионозондами,
работающими в реальном времени и количество которых в мире непрерывно увеличивается [22],
[23]. C помощью ионозондов на основе отражения радиосигнала удается в реальном времени (с
частотой порядка 15 минут) восстанавливать вертикальный профиль электронной плотности
вплоть до высоты ее максимума в месте расположения прибора, однако их возможности ограни-
чены низкой автоматизацией обработки данных, неточностью при низких значениях концен-
трации в нижних слоях ионосферы.

В разрабатываемой в ИВМ РАН системе усвоения данных предполагается использование
двух описанных видов данных непрерывного мониторинга ионосферы.

Разработка систем ассимиляции данных для ионосферы была начата за рубежом в конце
1990-х годов в США в рамках программы MURI с разработки двух разных ассимиляционных
численных моделей ионосферы – Global Assimilation of Ionospheric Measurements с участием
групп из Университета штата Юта (USU GAIM) [24] и Университета Южной Калифорнии
(USC GAIM) [25], использующих методы фильтров Калмана для усвоения данных в физические
модели ионосферы. В дальнейшем стали использовать ансамблевый подход и более развитые ме-
тоды. В настоящее время версия модели USU GAIM на основе ансамблевого фильтра Гаусса-
Маркова используется метеорологическим агентством ВВС США (AFWA). Несколько оператив-
ных центров космической погоды внедрили методы усвоения данных для спецификации и про-
гноза характеристик ионосферы на основе ассимиляции информации в эмпирические модели:
ряд центров использует сервис построения оперативных карт TEC Австралийской службы про-
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гнозов ионосферы (IPS)2, другими аналогичными примерами являются системы MIDAS-GPS
[26] и EDAM-GPS [27]. Существует также ряд региональных систем усвоения данных, в основ-
ном созданных для объективного анализа и мониторинга ПЭС (к примеру US-TEC и др. [28]). В
России попытка разработки ансамблевой системы усвоения данных для ионосферы на основе
фильтра Калмана и американской модели CTIP была предпринята в Центральной Аэрологиче-
ской Обсерватории (ЦАО) Росгидромета [29].

Особенностью подхода к созданию системы усвоения данных для модели ионосферы, излага-
емой в данной работе, являются использование четырехмерной вариационной ассимиляции
данных наблюдений на основе оригинальной глобальной динамической модели F слоя ионо-
сферы [14], [30] и ее детальное математическое исследование. В качестве первой версии системы
усвоения рассматривается задача ассимиляции данных на основе системы уравнений амбипо-
лярной диффузии в квазидвумерной постановке [14]. Подобная приближенная модель достаточ-
но хорошо описывает состояние ионосферы средних и низких широт в спокойных условиях [3],
[13], [14]. Данная постановка задачи усвоения имеет смысл, поскольку в модели F слоя ионосфе-
ры ИВМ РАН для интегрирования по времени используется метод расщепления по физическим
процессам [15], позволяющий включить усвоение на одном из этапов расщепления в рамках ре-
ализации всей модели. Построение системы усвоения данных на основе такого подхода для пол-
ной трехмерной модели ионосферы является предметом следующих работ. Отметим, что в про-
стейшей версии трехмерной модели, не включающей полного описания трехмерного переноса,
можно использовать предложенный в данной статье подход практически без изменений, по-
скольку рассматриваемые уравнения записываются одинаково на всех долготах, а зависимость
от долготы и времени входит в коэффициенты уравнений, их правые части, а также в данные на-
блюдений. В перспективе подобный подход позволит построить системы усвоения данных для
совместных моделей термосферы – ионосферы.

Основная цель данной работы – разработка и реализация первой версии системы вариацион-
ного усвоения данных для диффузионной модели ионосферы [14]. Для получающейся при этом
системы уравнений требуется построить ее аппроксимацию, исследовать разрешимость и сходи-
мость, предложить алгоритм реализации, а также провести контрольные численные экспери-
менты для исследования точности предложенного алгоритма. В качестве данных наблюдений в
работе рассматриваются данные о ПЭС.

Работа состоит из трех частей. Во втором разделе рассмотрена постановка задачи усвоения
для простейшей двумерной модели ионосферы, в которой в качестве основного уравнения вы-
брано двумерное уравнение амбиполярной диффузии. Для этой модели сформулирована обоб-
щенная постановка для задачи ассимиляции данных наблюдений в виде интегралов электрон-
ной концентрации по ряду независимых прямолинейных траекторий (ПЭС). Рассмотрены
вопросы корректности и разрешимости данной задачи, сформулирован алгоритм ее дискретиза-
ции. В разд. 4 рассмотрены особенности численной реализации алгоритма для решения после-
довательности систем прямых и сопряженных уравнений (разностные схемы для диффузионно-
го оператора прямой и сопряженной задач, сохраняющие направление магнитных силовых ли-
ний, способ аппроксимации оператора наблюдения), а также исследована сходимость
разностных постановок. В разд. 5 приведены результаты контрольных численных эксперимен-
тов, оценивающих точность и эффективность построенного алгоритма и его реализации. Нако-
нец, в заключении сформулированы основные результаты работы.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В качестве основной постановки модели ионосферы в данной работе рассмотрим двумерную
модель динамики F слоя, учитывающую процессы ионизации, плазмохимии, а также амбипо-
лярной диффузии и гравитационного оседания [14], [30].

Пусть  – высота,  – широта,  – время,   – сфери-
ческий слой, . Рассмотрим уравнение амбиполярной диффузии в приближении
тонкого сферического слоя:

2 http://www.ips.gov.au/Satellite/2/1

z ϕ t Ω ϕ ≤ ≤= {( , ) | ;b tz z z z −π ≤ ϕ ≤ π ⊂ R
2/2 /2}

× Ω= (0, )TQ T
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Здесь  – электронная концентрация,  – угол магнитного наклонения,  –
функция фотоионизации,  – функция рекомбинации,  и  – потоки на верх-
ней и нижней границах расчетной области, которые в данной работе мы будем полагать равными

нулю. На полюсах (при ) эффективные коэффициенты диффузии равны нулю, и в задаче

ставится условие ограниченности производных  по широте.

Будем считать правую часть  равной , где  – известная функция фотоионизации, а
 – добавочное слагаемое, рассматриваемое в данной постановке задачи в качестве управления.

Считаем также, что заданы данные наблюдений – конечный набор интегралов от решения вдоль
заданных прямолинейных траекторий , соединяющих спутник с точкой на поверхности Земли
(TEC – total electron content или ПЭС – полное электронное содержание). Для простоты будем
вести интегрирование по тонким прямоугольникам  (аппроксимирующим прямые , вдоль
которых рассчитывается сигнал для вычисления TEC-ов):

(1)

Значения интегралов с течением времени меняются, поскольку функция  зависит от вре-
мени, поэтому  также зависят от времени. Эти зависимости мы полагаем известными.

Рассмотрим задачу восстановления профилей по наблюдаемым ПЭС следующего вида: найти
функцию  и управление , определенные в , такие, что  является решением
уравнения амбиполярной диффузии c известным начальным условием и удовлетворяет данным
наблюдений (1): известны интегралы по подобластям  и их зависимости от времени (TEC-и)
(этих подобластей всего ).

Введем обозначения , ,  – симметрич-

ная матрица коэффициентов диффузии, а также оператор  и градиент .

Обозначим также вертикальные и горизонтальные скорости , . Вве-

дем также для краткости обозначение  – элемент площади. Тогда выписанную
систему можно записать более кратко:

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   ϕ + − ϕ −     ∂ ∂ϕ ∂ϕ ∂ ∂ ϕ∂ϕ ∂   ϕ  
 ∂ ∂ ∂ ∂   − − ϕ + + −        ∂ ∂ϕ ϕ∂ϕ ∂ 

2 2
2

2

1 1= cos cos sin sin cos cos
coscos

1 1sin cos sin cos cos sin ,
cos i i
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Уравнение амбиполярной диффузии-плазмохимии для модели ионосферы подробно рас-
смотрено в работе [14]. Отметим ряд его ключевых особенностей.

1. Величина коэффициента диффузии  меняется на 6–7 порядков при изменении высоты 
от  до  км.

2. Уравнение модели фактически отражает баланс массы для заряженных частиц, и поэтому
для решения этого уравнения необходимо использование консервативных схем.

3. Диффузия, описываемая этим уравнением, идет вдоль магнитных силовых линий. Это
утверждение эквивалентно вырожденности в каждой точке тензора “коэффициентов диффузии”

Умножив уравнение скалярно на  и проинтегрировав по всей расчетной области, можно полу-
чить (при однородных краевых условиях и нулевых функциях  и ) интегральное соотношение,
отражающее геометрические характеристики диффузионных процессов (под знаком двойного
интеграла в правой части стоит квадрат производной электронной концентрации по направле-
нию магнитной силовой линии):

(2)

Корректная аппроксимация диффузионного оператора, обладающая разностным аналогом это-
го соотношения (и потому абсолютно устойчивая при подходящей аппроксимации по времени),
уже изучена в работе [31]. Эта аппроксимация в данной работе будет использована при числен-
ном решении системы прямых и сопряженных уравнений.

3. ОБОБЩЕННАЯ ПОСТАНОВКА

Будем рассматривать функции , , а решения  из подпро-

странства  в пространстве , где  состоит из таких функций, что 

. Производная  понимается в обобщенном смысле: для всякой

 ее производная по времени есть элемент , т.е. непрерывный
оператор из пространства пробных (бесконечно гладких финитных)  в пространство

. Его действие задается формулой . Ограничение 

 означает, что требуется, чтобы производная  являлась функционалом из

 при почти всех , и нормы этих функционалов (зависящие от параметра ) были инте-
грируемы с квадратом на . Известно (см. [32], гл. 3, теорема 1.1), что все функции из  яв-
ляются непрерывными как отображения  при должном изменении на множестве
меры нуль в отрезке  (гарантируется, что такое изменение возможно).

Умножим скалярно первое уравнение на пробную функцию  из класса  и проинтегри-
руем по . С помощью интегрирования по частям получим:
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Последнее равенство, записанное для произвольной функции , будет обобщенной по-
становкой исходной задачи, если подставить  вместо потоков

при  и : это исключит слагаемые с интегралами по широте на нижней и верхней гра-
ницах.

Обозначим

Введем следующие билинейные формы и операторы:

• .

Определим оператор  равенством , т.е.  – функционал, действующий на
пробную функцию . Оператор  действует из пространства  в ,
его область определения есть ;

Наконец, определим оператор  

Отметим, что повторное интегрирование по частям в обобщенной постановке приводит к со-
отношениям, которые впоследствии будут использованы в качестве краевых условий сопряжен-
ной задачи (они имеют такой же вид, как краевые условия для  в прямой задаче, но без слагае-
мого ):

Физический смысл этого краевого условия тот же: поток вдоль магнитной силовой линии ра-
вен нулю.

Сопряженный оператор

определен на подпространстве
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• Оператор , действие которого определяется формулой 
, где  – вектор-функция, компоненты которой есть , . Из билиней-

ной формы

легко видеть, что действие оператора  определяется формулой:

где  есть характеристическая функция подобласти .

Мы будем рассматривать действие  лишь на функции из пространства , а образы эле-

ментов  под действием  рассматривать в том числе как элементы .

Исходную задачу теперь можно сформулировать в виде

Отметим, что функция потока  на верхней границе расчетной области по существу неиз-
вестна и была положена равной нулю. Одним из путей модификации предложенной модели

может быть рассмотрение вектор-функции управления  с тем,

чтобы использовать данные наблюдений для восстановления не только функции , но и
функции .

3.1. Плотная разрешимость задачи, регуляризация и итерационный процесс

Рассмотрим задачу в операторной форме:

(3)

Если исключить из системы (3) переменную , оставив только управление , то останется за-
дача вида , где ,  (здесь и далее  – оператор наблюде-
ний).

Утверждение 1. Имеет место плотная разрешимость задачи .

Доказательство. Плотная разрешимость (плотность  в пространстве, куда действует )
эквивалентна в силу теоремы Фредгольма .

Покажем, что уравнение  имеет только тривиальное решение. Будем при этом счи-
тать, что функции скоростей  и , входящие в оператор , таковы, что  имеет ограниченный
обратный  (при  это очевидно, поскольку функция рекомбинации в правой части
прямого уравнения , и поэтому оператор  ограничен снизу). Тогда , и урав-

нение  после обозначения  принимает форму (краевые усло-
вия не указаны)
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или (в развернутой форме)

Из  сразу следует, что . Будем считать, что  попарно различны.
Тогда все функции  тождественно равны нулю, что и требовалось.

Замечание 1. Задача  не является однозначно разрешимой.
В самом деле, однозначная разрешимость задачи эквивалентна . Несложно заме-

тить, что пространство  отлично от нулевого, поэтому решение задачи не является един-
ственным.

Включим рассматриваемую задачу (3) в семейство задач оптимального управления вида

(4)

где ,  – управление, а

Тем самым рассматривается регуляризация по Тихонову  для исходной
задачи . При  регуляризованная задача корректно разрешима, поскольку оператор

 самосопряженный, а его спектр отделен от нуля.
Если же , то такая задача оптимального управления эквивалентна задаче 

(симметризации Гаусса задачи ). Известно, что симметризация Гаусса для уравнения
 приводит к уравнению, равносильному уравнению , где  – ортопроектор на

. Таким образом, переход от уравнения  и последующее рассмотрение задач (4) свя-
заны с последовательностью корректно разрешимых (при ) задач, не эквивалентных, вооб-
ще говоря, исходной задаче (3). При этом в предположении о компактности оператора  извест-
но [34], что при  решение регуляризованной системы  сходится к решению задачи при

, имеющему минимальную норму, т.е. к псевдорешению симметризованного уравнения
 (напомним, что  нетривиально). Это значит, что при достаточно малых 

решение регуляризованной задачи оптимального управления может рассматриваться как при-
ближенное решение симметризованного уравнения. Запишем систему вариационных уравне-
ний, выражающую условия оптимальности функционала :

В “классической форме записи” эти уравнения имеют следующий вид:
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Система прямых и сопряженных уравнений решается итерационно: рассматривается после-
довательность ,  и , удовлетворяющая системе

Отметим, что итерационные процессы для решения систем оптимальности, связанных с за-
дачей ассимиляции данных наблюдений, подробно рассматриваются в [34].

Параметр  в текущей постановке выбран постоянным. Относительно сходимости итераци-
онного процесса известно следующее [33]:

Утверждение 2. При положительном параметре регуляризации  итерационный процесс схо-

дится при , где отрезок  содержит спектр оператора .

В частности, метод сходится при .

4. РАЗНОСТНЫЕ АППРОКСИМАЦИИ ОПЕРАТОРОВ ЗАДАЧИ

Приведем описание используемой конечно-разностной аппроксимации системы вариацион-
ных уравнений, выражающих условие оптимальности сеточного функционала :

(5)

Для аппроксимации диффузионного оператора ранее была разработана абсолютно устойчи-
вая схема первого порядка точности, обладающая разностным аналогом соотношения

имеющего место для уравнения амбиполярной диффузии при нулевых ,  и скорости , а также
нулевых краевых условиях. Подробное описание этой схемы приведено в работе [31]. Приведем
эту схему для прямой задачи (для сопряженной задачи аппроксимация диффузионного операто-
ра проводится аналогичным образом):
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При использовании неявной схемы аппроксимации по времени (или схемы Кранка-Никол-
сон) полученная разностная схема для решения двумерного уравнения является абсолютно
устойчивой. На разностном уровне такая схема обладает аналогом приведенного интегрального
соотношения:

Наличие такого соотношения, с одной стороны, корректно отражает геометрию диффузионных
процессов (которые идут вдоль магнитных силовых линий), а с другой – отражает диссипатив-
ность рассматриваемой задачи.

Для гиперболических слагаемых, отвечающих переносу, в прямой задаче используется стан-
дартная аппроксимация центральными разностями.

Такая же схема применяется и для оператора диффузии в сопряженном уравнении (интегри-
рование по времени ведется “в обратном направлении”). Отметим, что аппроксимации всех опе-
раторов в сопряженной задаче выбираются таким образом, чтобы на разностном уровне соблю-
далось тождество Лагранжа (в сферической метрике).

Аппроксимация интегралов вдоль прямых (интегралов по “тонким прямоугольникам”), фи-
гурирующих в качестве условий наблюдения (наблюдаются ПЭС на отдельных траекториях)
осуществляется следующим образом. Фиксируются точки  и  на верхней и нижней
границах расчетной области – концы отрезка интегрирования. Этот отрезок разбивается на 
частей, после чего интегрирование ведется методом прямоугольников. Узлы для вычисления ин-
тегральной суммы, вообще говоря, не попадают в узлы сетки, поэтому используется стандартная
четырехточечная интерполяция (вычисляется ячейка сетки, в которую попадает соответствую-
щий узел).

В результате для каждой фиксированной траектории, вдоль которой вычисляется ПЭС, фор-
мируется матрица коэффициентов , с которыми следует вычислять линейную форму

, аппроксимирующую интеграл . При этом та же сеточная функция  опре-

деляет и правую часть сопряженного уравнения: от фиксированной -й траектории в правую
часть сопряженного уравнения пойдет функция , умноженная на разность приближенно вы-

численного ПЭС ( ) и наблюдаемого значения ПЭС.

Приведем теперь ряд утверждений об аппроксимационных свойствах регуляризованной (т.е.
при ) конечно-разностной задачи (5). Прежде всего докажем, что решение конечномерной
системы (5) сходится к решению дифференциальной системы оптимальности (4). Поскольку по-
строенные разностные схемы аппроксимируют операторы дифференциальной задачи, для этого

остается доказать их устойчивость. Покажем, что она имеет место при условии , где 

– длина интервала времени, на котором решается задача усвоения. В случае, если константа

 окажется больше единицы, достаточно разбить отрезок времени  на несколько под-

отрезков, на каждом из которых эта константа меньше единицы, и потому на каждом подотрезке
рассмотренная схема устойчива.

Отметим, что исследования устойчивости разностных схем для систем прямых и сопряжен-
ных уравнений в различных постановках приведены в работе [35].
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Утверждение 3. Разностная схема для системы оптимальности (5) устойчива при условии

.

Доказательство приведем для случая нулевой скорости  (в этом случае оператор  включает
только производную по времени и диффузионный оператор ). Обозначим через  конечно-
разностную аппроксимацию диффузионного оператора, соответствующую рассматриваемой
схеме. Будем рассматривать сферическую сеточную норму ( -норму с весом ): в этой

метрике  симметричен и неотрицательно определен (см. [31]).
При нулевых начальных и краевых условиях система конечно-разностных прямых и сопря-

женных уравнений имеет вид:

(аппроксимация по времени – неявная). Здесь ,  и  – векторы (их размерность равна числу
узлов пространственной сетки), а верхний индекс отвечает моменту времени. Отметим, что со-
пряженное уравнение (относительно переменной ) решается в обратном направлении по вре-
мени.

После исключения  с помощью последнего уравнения получаем:

Введем в рассмотрение также оператор . Поскольку в сферической метрике  об-
ладает свойствами симметричности и неотрицательной определенности, . Систему можно
переписать в виде

Применяя рекурсивно первое уравнение системы, получаем ,

откуда

а тогда, поскольку правая часть не зависит от , справедлива и оценка

Отметим, что  – длительность интервала времени, на котором решается система (5).
Аналогичное рекурсивное применение второго уравнения самому к себе и последующая оценка
норм приводят к похожему соотношению:
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Подставим оценку для  в правую часть оценки для  и получим

Замечание 2. Приведенное доказательство устойчивости остается справедливым и в случае,
когда скорость  отлична от нулевой, но бездивергентна. Однако численные эксперименты по-
казывают, что схема остается устойчивой и при ненулевой скорости , не являющейся бездивер-
гентной.

Относительно сходимости сеточных решений в численных экспериментах при устремлении
параметра регуляризации  к нулю справедливо следующее:

Утверждение 4. Сеточные решения  при  сходятся, причем  сходится к псевдоре-
шению  конечно-разностной задачи .

Доказательство. Пусть  и  – сингулярные ортонормированные базисы опе-
ратора  (ортонормированные базисы из собственных векторов операторов  и

),  – квадраты его сингулярных чисел,  – нулевое сингулярное число (оно при-

сутствует, поскольку  имеет ненулевое ядро). Решение регуляризованного уравнения имеет

вид  (заметим, что оно не содержит компонент

по векторам , отвечающим ). При  получаем в пределе сеточную функцию

, совпадающую с псевдорешением  задачи , т.е. с решением зада-

чи  наименьшей нормы.
На практике сходимость итерационного процесса для конечно-разностной задачи наблюда-

ется и при , но параметр  приходится выбирать на порядок меньше, чем в регуляризован-
ном случае, даже при достаточно малых .

Замечание 3. Псевдорешение (сеточная функция)  аппроксимирует некоторое решение
дифференциальной задачи , при котором значение функционала  близко к мини-
мальному. При этом конечно-разностная задача  плотно разрешимой не является (яд-
ра  и  ненулевые одновременно), поэтому минимальное значение сеточного функциона-

ла  отлично от нуля и равно квадрату расстояния от сеточной функции  до образа .
Заметим, однако, что при измельчении шага сетки нижняя грань множества значений  стре-
мится к нулю, поскольку значение  при соответствующем выборе сеточных норм аппроксими-
рует значение .

5. ЧИСЛЕННЫЕ ЭКСПЕРИМЕНТЫ
Для исследования качества восстановления распределения электронной концентрации про-

ведем серию контрольных численных экспериментов, использующих в качестве данных наблю-
дений тестовые значения ПЭС с заданным относительным отклонением от решения прямой за-
дачи. Проводится модельный эксперимент по усвоению данных наблюдений следующего вида:
ищется численное решение невозмущенной прямой задачи на всем отрезке времени, затем оно
изменяется заданным относительно малым возмущением, после чего вычисляются интегралы
(ПЭС) по выбранным траекториям. В качестве прямой модели в данной работе используем уже
рассмотренную в предыдущих работах [14], [30] диффузионную модель F слоя ионосферы, все
параметры которой соответствуют стандартному состоянию невозмущенной ионосферы. Тем
самым мы получим тестовые данные наблюдений (на всем отрезке времени) по возмущенному
распределению электронной концентрации, вообще говоря, не являющемуся решением уравне-
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ния амбиполярной диффузии. В ходе тестовых численных экспериментов будем восстанавли-
вать с помощью системы ассимиляции решение по построенным возмущенным данным наблю-
дений. При этом в итерационном процессе для решения системы (5) на одной итерации решает-
ся прямое уравнение (“вперед по времени”), а затем сопряженное уравнение (“назад по
времени”) на всем временном отрезке, после чего правая часть прямой задачи корректируется
для перехода к следующей итерации.

Для всех численных экспериментов в качестве тестовых данных наблюдений будем использо-
вать решения прямой задачи, возмущенные умножением на функцию 
(эта функция на верхней и нижней границах обращается в , а внутри расчетной области меняет
исходное решение не более, чем на ). В качестве траекторий интегрирования рассмотрим по
отдельности случай отдельных вертикальных ПЭС и случай непрерывного заполнения части
расчетной области наклонными ПЭС.

Отметим, что во всех проведенных экспериментах  итераций достаточно для установления
рассчитываемых профилей: на практике дальнейшие итерации не приводили к значимому из-
менению решения. При этом сходимость наблюдалась и при нулевом параметре регуляризации,
но взятие достаточно малого положительного значения  позволяет на порядок увеличить пара-
метр  итерационного процесса без заметного изменения восстановленного численного решения.

5.1. Восстановление профилей в дневном стационарном распределении
Для исследования качества восстановления стандартного стационарного пространственного

распределения электронной концентрации рассмотрим постановку прямой задачи при фикси-
рованной правой части, для которой имеет место сходимость к стационарному решению. В этой
постановке на отрезке времени 24 ч рассматривается сходимость к дневному стационарному рас-
пределению электронной концентрации с нулевых начальных условий при постоянной функ-
ции фотоионизации . При такой постановке все параметры модели фиксированы во времени
и соответствуют стандартному полуденному невозмущенному состоянию ионосферы в условиях
весеннего равноденствия [14], [30]. Для прямой задачи при фиксированной правой части, отве-
чающей дневному невозмущенному состоянию системы, решение сходится к стационарному
(характерное время сходимости на всей расчетной области с нулевых начальных условий – по-
рядка  ч). Применим построенный алгоритм восстановления решения по вычисленным дан-
ным наблюдения и получим решение конечно-разностной задачи, дающее приближенное реше-
ние системы оптимальности (5). Цель такого контрольного эксперимента – проверка эффектив-
ной работы алгоритма и качества восстановления пространственного распределения
электронной концентрации.

Для первого эксперимента для вычислений ПЭС используем строго вертикальные траекто-
рии. Будем в качестве данных наблюдений рассматривать интегралы возмущенного решения по
вертикальным траекториям на ограниченном количестве точек (на фиксированных широтах:
‒71°, –53°, –35°, –17°, 0°, 17°, 35°, 53° и 71°).

На фиг. 1 представлены результаты восстановления тестового вертикального профиля для об-
ласти экватора, низких и средних широт (отметим, что при постановке предполагалось суще-
ствование наблюдений на этих широтах). Эксперименты показали аналогичные результаты и
для симметричных относительно экватора широт. Для всех широт интегральная ошибка много
меньше (на  порядка), чем интеграл от восстановленного (или от “истинного”) профиля. Отме-
тим, что ассимиляция смещает положение максимума электронной концентрации вверх, а от-
клонение восстановленного профиля от “истинного” по высоте составляет  вблизи максиму-
ма (такая ошибка по высоте расположена приблизительно на  км ниже максимума) и макси-
мально вблизи верхней границы. При этом форма профиля в целом немного изменяется, что не
противоречит постановке, поскольку ядро оператора  ненулевое. Наибольшая ошибка восста-
новления вблизи верхней границы составляет около 10% и связана с выбором вида функции воз-
мущения, на которую было умножено решение при подсчете модельных данных наблюдений:
после умножения изменилась структура профилей, и возмущенное распределение электронной
концентрации уже не является решением прямой задачи, а наклон профиля вблизи верхней гра-
ницы не согласован с краевыми условиями для уравнения амбиполярной диффузии.

На фиг. 2 приведено распределение по широтам одного из ключевых практически значимых
параметров ионосферы – величины максимума (по высоте ) электронной концентрации и
ошибки восстановления. Видно, что с точки зрения максимальной по высоте электронной кон-
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1

10%

10

α
τ

0P

6

3

4%
40

!

z



816

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 63  № 5  2023

ДЫМНИКОВ и др.

центрации предложенный алгоритм с высокой точностью (ошибка в средних широтах, на кото-
рых были выбраны данные наблюдений, не превосходит  после ассимиляции по сравнению с
исходным возмущением порядка , а наименьшая точность  получена на экваторе) вос-
станавливает искомое значение, причем усвоение данных по вертикали влияет на близлежащие

1%
10% ∼2%

Фиг. 1. Вертикальные распределения электронной концентрации для широт 0° (а), 35° (в) и 53° (д), полученные
решением только прямой задачи для модели ионосферы (голубая линия), решением задачи восстановления
(фиолетовая линия) и ожидаемое по восстановлению тестовое “точное” решение (зеленая), а также профили
абсолютной разницы восстановленного и точного решения для широт 0° (б), 35° (г) и 53° (е). В качестве тесто-
вых данных наблюдений использованы данные о вертикальных ПЭС. Концентрации электронов приведены
в см–3.
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широты приблизительно на 2° по обе стороны от широты, где расположена траектория интегри-
рования.

Теперь рассмотрим эксперимент с наблюдаемыми данными – интегралами вдоль заданных
наклонных прямолинейных траекторий, оставив прежними все остальные параметры модели.
Зададим фиксированный угол наклона прямолинейных траекторий следующим образом: точку
на высоте  км и широте  соединим с точкой на высоте  км и широте , а
затем покроем максимально возможную часть области такими траекториями. При таком подхо-
де вертикальные профили на широтах от –55° до 55° оказываются полностью покрыты траекто-
риями интегрирования, поэтому вновь можно провести сравнение восстановленных и возму-
щенных профилей на этих широтах. На фиг. 3 приведены результаты восстановления профилей
для тех же широт, что и в случае вертикальных профилей наблюдения.

Результаты восстановления имеют схожую структуру и величины ошибок со случаем верти-
кальных профилей. При этом ошибка восстановления профиля несколько уменьшилась вблизи
верхней границы и увеличилась в районе максимума для средних широт. Это связано с тем, что
наклонные траектории сильнее сконцентрированы вблизи верхней и нижней границ расчетной
области по сравнению с вертикальными. Ниже на фиг. 4 приведены распределения по широтам
для величины максимума (по высоте ) электронной концентрации, а также ошибка восстанов-
ления этой величины.

На широтах  ассимиляция практически не повлияла на величину максимума, по-
скольку траектории интегрирования не затрагивали часть вертикального профиля, содержащую
максимум. То же относится и к области в окрестности северного полюса. В остальных широтах
восстановление максимума происходит приблизительно с одинаковой точностью (не более 
по сравнению с исходным возмущением в ). Отметим, что абсолютная ошибка восстановле-
ния максимума на экваторе втрое больше, чем в средних широтах, но и значение электронной
концентрации в экваториальной зоне также приблизительно втрое больше.

Поскольку в качестве тестовых данных наблюдений фигурируют лишь интегралы от возму-
щенного решения прямой задачи, но не само возмущенное решение, при модификации возму-
щенного профиля дополнительно без изменения интеграла данные никак не преобразуются, и
поэтому восстановление приведет к тем же самым результатам. Высокое качество восстановле-
ния в обоих приведенных экспериментах по восстановлению стационарного решения обуслов-
лено хорошей корреляцией возмущенного профиля и стационарного невозмущенного решения
(положение максимума, промежутки убывания и возрастания скоррелированы).

= 500tz ϕ = 100bz ϕ − °( 35 )

z

− ° − °[ 90 , 65 ]
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Фиг. 2. Широтные распределения максимума электронной концентрации по высоте (а), полученные решени-
ем только прямой задачи для модели ионосферы (голубая линия), решением задачи восстановления (фиолето-
вая линия) и ожидаемое по восстановлению тестовое “точное” решение (зеленая), а также разница восстанов-
ленного и точного широтных распределений максимума (б). Используемые данные наблюдений – вертикаль-
ные ПЭС. Концентрации электронов приведены в см–3.
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5.2. Восстановление профилей в суточном ходе

Для более реалистичного эксперимента рассмотрим суточный ход на отрезке времени 48 ч, в
котором начальные условия выбираются в соответствии с установившимся суточным циклом,
фотоионизация  меняется в зависимости от времени в соответствии с изменением зенитного
угла Солнца [36], а остальные внешние параметры модели остаются фиксированными. Такая по-

0P

Фиг. 3. Вертикальные распределения электронной концентрации для широт 0° (а), 35° (в) и 53° (д), полученные
решением только прямой задачи для модели ионосферы (голубая линия), решением задачи восстановления
(фиолетовая линия) и ожидаемое по восстановлению тестовое “точное” решение (зеленая), а также профили
абсолютной разницы восстановленного и точного решения для широт 0° (б), 35° (г) и 53° (е). В качестве тесто-
вых данных наблюдений использованы данные о наклонных ПЭС. Концентрации электронов приведены
в см–3.
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становка позволяет изучить характеристики восстановления в динамике. Как и в предыдущем
эксперименте, данные считаются известными на каждом шаге по времени, а одной итерации
процесса решения системы прямых и сопряженных уравнений соответствует решение прямого
уравнения на всем временном интервале, а затем сопряженного уравнения на том же интервале
времени в обратном направлении, после чего обновляется правая часть.

Исследуем качество ассимиляции данных наблюдений при моделировании суточного хода за
время , равное  сут. Цель эксперимента – проверка качества восстановления решения не толь-
ко по пространству, но и во времени. Приведем результаты восстановления решения при зада-
нии вертикальных ПЭС на ограниченном количестве широт, аналогично предыдущим (см.
п. 5.1) экспериментам (–71°, –53°, –35°, –17°, 0°, 17°, 35°, 53° и 71°). Восстановленное решение
на широтах 0°, 35° и 53°, а также разница между возмущенным и восстановленным решениями
на этих широтах представлены на графиках.

На фиг. 5 и фиг. 6 представлен временной ход вертикального распределения электронной кон-
центрации, восстановленной в результате ассимиляции по данным о вертикальных (фиг. 5) и на-
клонных (фиг. 6) ПЭС на исследуемых широтах. Как отмечено выше, формирование тестовых
данных наблюдений осуществлялось полностью аналогично описанному в п. 5.1 способу.

Представленные результаты показывают, что при ассимиляции данных для обоих типов ПЭС
(вертикальных и наклонных) решение приближается к истинному возмущенному. Интегралы от
полученного решения совпадают с выбранными данными наблюдений вплоть до третьего по-
рядка. При этом максимум электронной концентрации немного сдвигается вверх по высоте, а
наибольшая ошибка восстановления в окрестности максимума расположена приблизительно на

 км ниже него и не превосходит  (на экваторе эта ошибка максимальна) по сравнению с ис-
ходной ошибкой  для невозмущенного решения. Во всей расчетной области ошибка восста-
новления максимальна вблизи верхней границы, как и в стационарном случае, в силу несогласо-
ванности возмущения с верхним краевым условием прямой задачи (восстановленное решение
обязано ему удовлетворять, а возмущенное – заведомо не удовлетворяет). При этом вблизи верх-
ней границы восстановленное решение оказывается несколько завышенным. Тем самым в ди-
намике, при переменной по времени правой части, с точки зрения характеристик восстановлен-
ных профилей наблюдаются те же эффекты, что и для восстановленного дневного стационарно-
го решения в п. 5.1. В суточным цикле наибольшие относительные ошибки восстановления
ожидаемо соответствуют дневным условиям, ошибки в ночное время не превышают 1% для всех
экспериментов.

Рассмотрим отдельно восстановление величины максимальной (по высоте) электронной
концентрации. На фиг. 7 приведены результаты восстановления этого максимума как для случая
вертикальных траекторий интегрирования в данных наблюдений, так и для случая непрерывно-
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Фиг. 4. Широтные распределения максимума электронной концентрации по высоте (а), полученные решени-
ем только прямой задачи для модели ионосферы (голубая линия), решением задачи восстановления (фиолето-
вая линия) и ожидаемое по восстановлению тестовое “точное” решение (зеленая), а также разница восстанов-
ленного и точного широтных распределений максимума (б). Используемые данные наблюдений – наклонные
ПЭС. Концентрации электронов приведены в см–3.
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Фиг. 5. Временной ход вертикальных распределений электронной концентрации для широт 0° (а), 35° (в) и 53°
(д), полученный решением задачи восстановления, а также профиль абсолютной разницы восстановленного и
точного решения для широт 0° (б), 35° (г) и 53° (е). В качестве тестовых данных наблюдений использованы дан-
ные о вертикальных ПЭС. Полудню соответствуют отметки 12 и 36 на оси времени. Изолинии проведены в
106 и 104 см–3 соответственно.
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Фиг. 6. Временной ход вертикальных распределений электронной концентрации для широт 0° (а), 35° (в) и 53°
(д), полученный решением задачи восстановления, а также профиль абсолютной разницы восстановленного и
точного решения для широт 0° (б), 35° (г) и 53° (е). В качестве тестовых данных наблюдений использованы дан-
ные о наклонных ПЭС. Полудню соответствуют отметки 12 и 36 на оси времени. Изолинии проведены в 106 и
104 см–3 соответственно.
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го заполнения области наклонными траекториями: слева приведены результаты расчета макси-
мума по высоте для обоих случаев, а справа приведены разности максимумов восстановленных
решений и “истинного” (возмущенного) распределения для обоих случаев траекторий (верти-
кальных и наклонных).

Фиг. 7. Временной ход максимума распределения электронной концентрации для широт 0° (а), 35° (в) и 53° (д),
полученный решением задачи восстановления для случаев вертикальных траекторий (фиолетовая линия), на-
клонных траекторий (зеленая линия), ожидаемая “точная” зависимость максимума от времени (голубая ли-
ния) и зависимость максимума для невозмущенного решения прямой задачи (желтая линия), а также профиль
абсолютной разницы восстановленного и точного значения максимума для вертикальных траекторий (фиоле-
товая линия) и наклонных траекторий (зеленая линия). Представлены широты 0° (б), 35° (г) и 53° (е).
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Из представленных графиков видно, что ассимиляция существенно приближает максималь-
ное значение электронной концентрации к “истинному” (ошибка составляет не более  для
вертикальных ПЭС и  для наклонных ПЭС соответственно по сравнению с ошибкой в 
для невозмущенного решения). При этом восстановление по наклонным траекториям оказыва-
ется несколько хуже, поскольку большая часть такой траектории расположена в окрестностях
верхней и нижней границ расчетной области, в то время как максимум электронной концентра-
ции расположен ближе к ее середине по оси  (на высоте порядка 300 км).

2%
3% 10%

z

Фиг. 8. Временной ход максимума распределения электронной концентрации для широт 0° (а), 35° (в) и 53° (д),
полученный решением задачи восстановления для случая наклонных траекторий (фиолетовая линия), ожида-
емая “точная” зависимость максимума от времени (зеленая линия) и зависимость максимума для невозмущен-
ного решения прямой задачи (голубая линия), а также профиль абсолютной разницы восстановленного и точ-
ного значения максимума для наклонных траекторий (фиолетовая линия). Случай равенства нулю интеграла
от возмущения решения по вертикали. Представлены широты 0° (б), 35° (г) и 53° (е).
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Отметим, что более качественное восстановление решения при вертикальных ПЭС было свя-
зано в том числе с конкретным видом возмущения. В самом деле, предположим, что решение
было возмущено таким образом, чтобы интеграл по любой вертикальной траектории от данного
возмущения равняется нулю. Тогда в процессе усвоения по вертикальным ПЭС в правой части
сопряженного уравнения стоит тождественный ноль, и начальное приближение в итерационном
процессе для решения системы оптимальности (4) изменяться не будет. Тем не менее при выборе
наклонных ПЭС в том же итерационном процессе решение уже будет меняться. Приведем ре-
зультат восстановления максимума электронной концентрации для эксперимента, в котором
данные наблюдений вычислены по решению прямой задачи , возмущенному по правилу

. Нетрудно заметить, что инте-
грал по  на отрезке от  км до  км от добавочного слагаемого в правой части этой формулы
равен нулю. Такое возмущение изменяет форму профиля распределения электронной концен-
трации по высоте, причем знаки возмущения различны в областях выше и ниже высоты

км. Ассимиляция данных приближала решение к возмущенному в части области выше
максимума электронной концентрации (ошибка с  снижалась в этой подобласти до  в
приэкваториальной зоне, с 15 до  вблизи широты 35° и с 15 до  в средних широтах) и мало
изменяла профили ниже  км, поскольку коэффициент диффузии  принимает выше

 км значения, на несколько порядков превосходящие соответствующие значения в ниж-
ней части расчетной области. Рассмотрим восстановление максимальных по  значений реше-
ния на различных широтах.

На фиг. 8 зависимость максимума электронной концентрации после усвоения при выборе
вертикальных траекторий интегрирования не представлена, поскольку она совпадает с невозму-
щенным временным ходом этой величины. При этом использование данных наблюдений на на-
клонных траекториях позволяет улучшить восстановление неизвестного возмущенного распре-
деления электронной концентрации. Отметим, что выбранное возмущение уменьшает значения
функции  в верхней части расчетной области и увеличивает в нижней, поэтому в “точ-
ном” возмущенном решении положение максимума электронной концентрации оказывается
смещено по высоте. Это приводит к тому, что, в частности, максимальное значение на экваторе
в возмущенном решении уменьшается, а в средних широтах увеличивается, и ошибки восста-
новления этой величины имеют характер, отличный от приведенного на фиг. 7 для эксперимен-
та с ненулевым интегралом по вертикали от возмущения.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В заключение кратко перечислим основные результаты данной работы.
1. Сформулирована постановка задачи вариационной ассимиляции данных наблюдений для

разрабатываемой в ИВМ РАН динамической модели F слоя ионосферы Земли в двумерной диф-
фузионной постановке [14], [30]. В качестве основного типа данных в данной работе рассматри-
ваются интегралы электронной плотности (ПЭС) вдоль прямолинейных траекторий, соединяю-
щих спутник с точкой на земной поверхности. В качестве управления в задаче оптимальности
рассматривается неопределенная добавка к правой части (функции ионизации). Приведена пол-
ная постановка задачи, показана ее плотная разрешимость и рассмотрена ее регуляризация, на
основе которой построен алгоритм решения с помощью итерационного метода, доказана сходи-
мость сеточных решений к псевдорешению конечно-разностной задачи при стремлении пара-
метра регуляризации к нулю.

2. Проведена дискретизация операторов задачи ассимиляции на основе методов, разработан-
ных для решения прямой задачи [14], [30], показаны устойчивость и сходимость разработанного
численного метода решения задачи оптимальности к решению дифференциальной задачи.

3. На основе контрольных численных экспериментов по восстановлению профилей по из-
вестным ПЭС для возмущений, максимум которых скоррелирован с максимумом невозмущен-
ного распределения электронной плотности, показано высокое качество восстановления рас-
пределения электронной концентрации в областях с существованием данных наблюдений. Рас-
смотрены восстановление профилей в задаче о сходимости к дневному стационарному
распределению электронной концентрации с нулевых начальных условий, а также восстановле-
ние профилей в суточном ходе. В обоих случаях алгоритм позволяет достаточно точно восстано-
вить возмущенное тестовое решение (с отклонениями до ) с наибольшими ошибками 2–4%
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(в дневных условиях, главным образом в утренние часы) в области максимума и верхней грани-
цы (что связано с особенностями функции возмущения).

Отметим, что в данной работе рассмотрена первая версия системы усвоения данных для мо-
дели ионосферы ИВМ РАН в двумерной диффузионной постановке [14]. В качестве промежу-
точного варианта трехмерной модели, не использующей трехмерного переноса, может быть рас-
смотрен предложенный в данной работе алгоритм, в котором в качестве данных наблюдений ис-
пользуются интегралы по трехмерным траекториям, не локализованным на заданной долготе.
На следующих этапах работы на основе разработанных алгоритмов будет реализована система
усвоения для трехмерной модели ионосферы, учитывающей трехмерный перенос. Один из вари-
антов обобщения предложенной в статье двумерной системы усвоения на трехмерный вариант
заключается в использовании разработанного алгоритма на шаге расщепления трехмерной мо-
дели. В рамках трехмерной версии системы усвоения будет отдельно рассмотрена проблема ее
эффективности и возможности использования в оперативном режиме для прогноза состояния
ионосферы. Отдельно в данной модели будет реализовано усвоение другого типа данных – пол-
ных или частичных вертикальных профилей (получаемых с помощью ионозондов), что потребу-
ет изменение оператора наблюдений в постановке задачи и отдельного исследования точности и
эффективности такой системы при различных конфигурациях данных наблюдений.
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