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Рассмотрена задача оптимального граничного управления распределенной неоднородной
колебательной системой, описываемой одномерным волновым уравнением с кусочно-по-
стоянными характеристиками. Предположено, что время прохождения волны через каждый
однородный участок одинаково. Управление осуществляется смещением на двух концах.
Критерий качества задан на всем промежутке времени. Предложен конструктивный подход
построения оптимального управляющего воздействия, переводящего колебания за заданный
промежуток времени из начального состояния через многоточечные промежуточные состоя-
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ВВЕДЕНИЕ
К исследованию задач управления и оптимального управления распределенными колеба-

тельными системами с заданными начальными и конечными условиями, а также с многоточеч-
ными промежуточными условиями посвящены многие работы, в частности, [1]–[15]. Задачам
исследования и управления разнородными распределенными составными системами посвяще-
ны, в частности, работы [8]–[18]. Одна из первых задач управления распределенной колебатель-
ной системой, состоящей из двух кусочно-однородных сред, была поставлена А.Г. Бутковским и
исследована в [8]. В [9], [10] (и других работах этого же автора и его учеников) изучены задачи
граничного управления колебаниями стержня, состоящего из разнородных участков. При иссле-
довании этих задач использован метод Даламбера.

В настоящей работе рассмотрена задача оптимального граничного управления некоторой
распределенной неоднородной колебательной системой с заданными состояниями в промежу-
точные моменты времени. Предполагается, что колебательный процесс состоит из двух участков
с разными упругими свойствами и плотностями, а их длины таковы, что время прохождения вол-
ны по каждому из участков одинаково.

Цель данной статьи состоит в разработке аналитического подхода построения функции опти-
мального граничного управления одномерными колебательными неоднородными процессами
со смещением на двух концах, переводящего колебания за определенный промежуток времени
из заданного начального состояния через многоточечные промежуточные состояния в заданное
конечное состояние с критерием качества, заданным на всем промежутке времени. Построение
осуществляется по следующей схеме. Задача сводится к задаче оптимального управления рас-
пределенными воздействиями с нулевыми граничными условиями, далее используются метод
разделения переменных и методы теории оптимального управления конечномерными система-
ми с многоточечными промежуточными условиями.

УДК 519.7

ОПТИМАЛЬНОЕ 
УПРАВЛЕНИЕ



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 63  № 1  2023

ОПТИМАЛЬНОЕ ГРАНИЧНОЕ УПРАВЛЕНИЕ 75

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Рассматриваются колебания распределенной кусочно-однородной среды, расположенной

вдоль отрезка  и состоящей из двух участков:  и . Скорость прохож-
дения по участкам волны обозначим через , где  – плотность,  –
модуль Юнга, . Предполагается, что длины  и  участков выбраны так, что время прохож-
дения волны по участку  совпадает со временем прохождения волны по участку

, т.е.

(1.1)

Отметим, что таким колебательным неоднородным процессом могут быть продольные коле-
бания кусочно-однородного стержня (  – плотность,  – модуль упругости) или поперечные ко-
лебания кусочно-однородной струны (  – плотность,  – натяжение струны).

Пусть состояние (продольные колебания) стержня (или поперечные колебания струны) пред-
ставлено функцией , , . Отклонение от состояния равновесия описыва-
ется уравнением

(1.2)

с граничными условиями

(1.3)

и с условиями сопряжения в точке  соединения участков

(1.4)

Пусть заданы начальные (при ) и конечные (при ) условия:

(1.5)

(1.6)

Пусть также в некоторые промежуточные моменты времени  :

заданы значения функции состояния колебания в виде

(1.7)

В формуле (1.3) функции  и  – управляющие воздействия (граничные управления).

Предполагается, что функция , где , а функции

 ( ), .
Предполагается также, что все функции такие, что выполняются условия согласования

(1.8)

Сформулируем следующую задачу оптимального граничного управления колебаниями систе-
мы (1.2) с заданными значениями в промежуточные моменты времени.
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Требуется найти такие оптимальные управления  и , , (1.3), под воздействи-
ем которых колебательное движение системы (1.2) из заданного начального состояния (1.5) пе-
реходит в конечное состояние (1.6), обеспечивая выполнение условий (1.7) и минимизирующие
функционал

(1.9)

Отметим, что так как в отдельные промежуточные моменты времени   заданы
только значения функции состояния (1.7), то использовать подход поэтапного решения задачи
оптимального управления нецелесообразно. Поэтому в работе предлагается такой подход реше-
ния рассмотренной задачи оптимального управления, в котором учитывается специфика проме-
жуточных условий (1.7).

2. СВЕДЕНИЕ ЗАДАЧИ К ЗАДАЧЕ С НУЛЕВЫМИ ГРАНИЧНЫМИ УСЛОВИЯМИ

Для решения поставленной задачи перейдем к новой переменной (см. [18])

(2.1)

что приводит к растяжению или сжатию отрезка  относительно точки . При этом
с учетом (1.1) будем иметь, что отрезок  переходит к отрезку . Для функции

 получим на отрезках одинаковой длины одинаковое уравнение
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(2.5)
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(2.6)

и с условиями сопряжения в точке  соединения участков

(2.7)
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Отметим, что для удобства после замены переменной (2.1) все функции оставлены в исходных
обозначениях.

Так как граничные условия (2.3) неоднородны, решение уравнения (2.2) построим в виде суммы

(2.8)

где  – функция с граничными условиями

(2.9)

требующая определения, а функция  – решение уравнения (2.2) с условиями

(2.10)

и имеет вид

(2.11)

Подстановка (2.8) в (2.2) с учетом (2.11) приводит к следующему уравнению для определения
функции :

(2.12)

где

(2.13)

Функция  удовлетворяет соответствующему (2.7) условию сопряжения в точке  со-
единения участков. Из (1.8), согласно (2.1) и (1.1), будем иметь

(2.14)

Из начальных (2.4), промежуточных (2.5) и конечных (2.6) условий с учетом условий (1.8) и
(2.14) функция  должна удовлетворять следующим начальным условиям:

(2.15)

промежуточным условиям

(2.16)

и конечным условиям

(2.17)

Таким образом, решение исходной задачи сведено к задаче управления колебанием, описы-
ваемым неоднородным уравнением (2.12) с однородными граничными условиями (2.9), которая
формулируется следующим образом: требуется найти такие граничные оптимальные управле-
ния  и , , под воздействием которых колебание, описываемое уравнением (2.12) с
граничными условиями (2.9), переходит из заданного начального состояния (2.15) через проме-
жуточные состояния (2.16) в конечное состояние (2.17) и минимизирующие функционал (1.9).
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3. СВЕДЕНИЕ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ С НУЛЕВЫМИ ГРАНИЧНЫМИ
УСЛОВИЯМИ К ПРОБЛЕМЕ МОМЕНТОВ

Учитывая, что граничные условия (2.9) однородны, решение уравнения (2.12) ищем в виде

(3.1)

Функции ,  ,  и  представим в виде рядов Фурье в базисе

 ( ) и, подставив их значения вместе с  в уравнение (2.12), в соотношение

(2.13) и в условия (2.15)–(2.17), получим для каждого  следующее неоднородное обык-
новенное дифференциальное уравнение второго порядка:

(3.2)

(3.3)
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(3.4)

промежуточным

(3.5)

и конечным условиями

(3.6)
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через ,  ,  и  соответственно.
Общее решение уравнения (3.2) с условиями (3.4) имеет вид

(3.7)

Следуя [2]–[6], [18], с учетом условий (3.5) и (3.6) из (3.7) получим, что функции управления 
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где

(3.9)

Таким образом, решение поставленной задачи оптимального управления сводится к нахож-
дению таких граничных управлений  и , , которые для каждого  удовле-
творяют интегральным соотношениям (3.8) и доставляют минимум функционалу (1.9).

На практике обычно выбираются несколько первых  ( ) гармоник колебаний, и ре-
шается задача синтеза управлений, используя методы теории управления конечномерными си-
стемами. Решение задачи будем строить, придерживаясь этого подхода. Отметим, что для произ-
вольного числа первых  ( ) гармоник число интегральных соотношений в (3.8) равно

, которым должны одновременно удовлетворять искомые функции управления  и
. Учитывая это, из полученного соотношения (3.8) следует справедливость следующего

утверждения о вполне управляемости (см. [19]).
Утверждение. Для произвольного числа первых  гармоник динамический процесс, описываемый

(3.2) с условиями (3.4)–(3.6), вполне управляем на промежутке времени  тогда и только тогда,
когда для любых значений величин ,  и , , , определяемых условиями
(3.9), можно найти управления  и , , удовлетворяющие условию (3.8).

4. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ
Так как функционал (1.9) можно рассматривать как квадрат нормы соответствующего линей-

ного нормированного пространства, а интегральные соотношения (3.8), порожденные функци-
ями  и , , линейны, то задачу определения оптимального управления для каждого

, , можно рассматривать как проблему моментов (см. [1], [19], [20]). Следовательно, ре-
шение можно построить с помощью алгоритма решения проблемы моментов.

Поэтому построим решение задачи (1.9) и (3.8) при  с помощью алгоритма реше-
ния проблемы моментов. Для решения конечномерной (при ) проблемы моментов
(1.9) и (3.8), следуя [19], нужно найти величины , , , связанные усло-
вием
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где

Для определения величин , , , минимизирующих (4.2), применим
метод неопределенных множителей Лагранжа. Введем функцию

где  – неопределенный множитель Лагранжа. На основе этого метода, вычисляя производные
по , , , функции  и приравнивая к нулю, получаем следующую си-
стему интегральных соотношений:

Не приводя дальнейших построений решения (так как они аналогичны построениям, приве-
денным в [5], [6]) отметим, что оптимальные управления  и  для любого  пред-
ставятся в виде
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где

Здесь величины , , , являются решениями задач (4.1) и (4.2), а

Отметим, что значения оптимальных управлений  и  на конце каждого предыдущего
промежутка  совпадают со значениями в начале последующего промежутка ,

, и эти значения имеют следующий вид:

Следовательно, построенные оптимальные граничные управления  и  как функции
от времени непрерывны на промежутке .

Таким образом, доказана справедливость следующей теоремы.
Теорема. При согласовании исходных данных задачи, указанных в разд. 1, и выполнении условий

вполне управляемости, задача оптимального управления (1.1)–(1.9) (или (2.12), (2.15)–(2.17), (1.9))
имеет непрерывное решение, определяемое формулами (4.3) и (4.4).

Подставляя построенные выражения для оптимальных управлений  и  в (3.3), а по-
лученное для  выражение – в (3.7), получим функцию , , . Далее, из
формулы (3.1) будем иметь
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а с помощью (2.8) и (2.11) получим функцию , которую назовем оптимальной функцией ко-
лебания для первых  гармоник. Функция  запишется в виде
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Функция  является непрерывной и можно убедиться, что для функции  выпол-
няются условия сопряжения в точке  соединения участков (1.4).

5. ПРИМЕР

Для иллюстрации вышеизложенного построения предположим, что в граничных условиях
(1.3) правый конец закреплен: ,  (т.е. ). Рассмотрим случай , т.е. ко-
гда в одном промежуточном моменте времени  ( ) задано состояние колебания

Для простоты изложения построим функцию оптимального граничного управления  при
 (следовательно, ). В этом случае из (4.3) получим
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Из полученных явных выражений для функции  следует, что в точке стыка  имеем

Из этих явных выражений также видно, что в силу непрерывности функции оптимальная
функция колебания  также непрерывна.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе предложен конструктивный подход к построению функции оптимального гранич-
ного управления одномерными неоднородными колебательными процессами смещением на
двух концах, переводящие колебания за определенный промежуток времени из заданного на-
чального состояния через многоточечные промежуточные состояния в заданное конечное со-
стояние с критерием качества, заданным на всем промежутке времени. Результаты могут быть
использованы при проектировании оптимального граничного управления процессами разно-
родных колебаний в физических и технологических системах.
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