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Рассмотрена задача об отражении и прохождении акустической волны через многослойную сре-
ду, содержащую слой вязкоупругой жидкости с покрытыми упругой оболочкой пузырьками газа. 
Для системы«вода–акриловая пластина–пузырьковая жидкость–акриловая пластина–вода» рас-
считаны коэффициенты отражения и прохождения волны и представлено сопоставление с экспе-
риментальными данными. Проиллюстрировано влияние упругости несущей жидкости и оболоч-
ки пузырьков на отражение и прохождение волны через многослойную среду.
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ВВЕДЕНИЕ

Распространение волн в сложных слоистых 
средах является активным предметом иссле-
дования. Особый интерес представляет слои-
стая среда, содержащая пузырьковую жидкость 
[1–9]. Связано это как с природными процесса-
ми, например, в придонных слоях, содержащих 
газовые пузырьки в морях, озерах, либо вбли-
зи поверхности [1, 2], так и с технологическими 
процессами [8,  9]. В работе [8] приведено опи-
сание конструкции и характеристик комбини-
рованной панели, состоящей из двух стекол или 
пластин поликарбонатов, пространство между 
которыми заполнено пузырьковой жидкостью 
для защиты информации одновременно по аку-
стическому, оптическому и электромагнитно-
му техническим каналам. В [9] приведено опи-
сание методики использования контрастных ве-
ществ (покрытые оболочкой пузырьки) для по-
вышения качества ультразвуковых изображе-
ний внутренних органов человека. В этом слу-
чае имеет место пятислойная среда: кровь с ин-
капсулированными пузырьками внутри капил-
ляра, окруженного биологической тканью.На 
основании этого в [10] экспериментальным пу-
тем изучено отражение акустической волны от 
многослойной среды «вода – акриловая пласти-

на – пузырьковая жидкость – акриловая пласти-
на – вода». Проиллюстрировано влияние объем-
ного содержания пузырьков на зависимость ко-
эффициента отражения от частоты возмущений.

С основными подходами к исследованию 
акустики пузырьковых жидкостей можно озна-
комиться в известных монографиях [11, 12], а с 
некоторыми публикациями – в обзорах [13–15].

В настоящей работе представлена математи-
ческая модель отражения и прохождения аку-
стической волны через многослойную среду, со-
держащую вязкоупругую жидкость с покрытыми 
оболочкой пузырьками газа.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Для анализа взаимодействия акустического 
сигнала с многослойным объектом использует-
ся следующая методика расчета. Согласно [16], 
результатом отражения и прохождения плоской 
монохроматической волны exp[i(ωt – Kx)] через 
многослойный объект являются плоские волны 
R exp[i(ωt – Kx)] и T exp[i(ωt – Kx)], где R и T – со-
ответственно коэффициенты отражения и про-
хождения волны, которые определяются через 
импедансы слоев Zj и входные импедансы границ 
слоев Zj

in. Для многослойного объекта, состояще-
го из n слоев, коэффициенты R и T имеют вид [16]
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	 (1)

	 (2)

где dj, Kj – толщина и волновое число j-го слоя; 
w – частота возмущений. Для однородного слоя 
волновое число определяется как Kj = w/Cj, где 
Cj – скорость звука в j-м слое. В одном из сло-
ев рассматривается наличие пузырьковой жид-
кости, т.е. неоднородная и поглощающая среда, 
поэтому используется зависимость комплекс-
ного волнового числа от частоты возмущений. 
Определяется она следующим образом. Запи-
сывается модифицированное уравнение Релея–
Ламба для инкапсулированного пузырька в вяз-
коупругой жидкости [17]

	 (3)

, .

Здесь R1  – радиус пузырька газа; R2 – ради-
ус пузырька вместе с оболочкой; p  – давление; 
r  – радиальная координата; ρ  – плотность; s1, 
s2  – коэффициенты поверхностного натяжения 
на границе газ–оболочка и оболочка–несущая 
жидкость; trr  – нормальное напряжение; индекс 
s относится к оболочке пузырька, g – к газу, l – 
к несущей жидкости. Для учета вязкоупругости 
оболочки и несущей жидкости принята реологи-
ческая модель Кельвина–Фойгта. В этом случае 
напряжение с деформацией связано следующим 
соотношением:

,

где G – модуль сдвига, μ – вязкость. В перемен-
ных задачи данное соотношение переписывает-
ся в виде

,

.
	 (4)

Здесь R10 – начальный радиус пузырька газа, 
R20 – начальный радиус инкапсулированного пу-
зырька. Выражения (4) подставляются в уравне-

ние (3) и далее это уравнение линеаризуется с 
помощью R1 = R10 + R'1, R2 = R20 + R'2 с учетом 
условия несжимаемости оболочки R 210R'1 = R 220R'2. 
В итоге получаем

, δ = δs + δl,	 (5)

, ,

В работе [18] решена задача теплообмена 
между газом, упругой оболочкой пузырька и не-
сущей жидкостью. Показано, что можно не учи-
тывать теплоотдачу между жидкостью и оболоч-
кой, а учитывать напрямую между жидкостью 
и газом, как для обычных пузырьковых жидко-
стей. Таким образом, линеаризованное уравне-
ние энергии можно записать в виде [5, 18]

   (6)

	

Здесь κ  – коэффициент температуропро-
водности, γ  – показатель адиабаты. Решения 
уравнений (5), (6) ищутся в виде бегущих волн 
R'1 = ∆R exp(iωt), p'g = ∆pg exp(iωt), где DR и Dpg – 
амплитуды волн. Данные амплитуды подстав-
ляются в волновое уравнение для пузырьковой 
жидкости [19]

где Cl  – скорость звука в несущей жидкости, N – 
функция распределения пузырьков по размерам. 
После несложных преобразований определяет-
ся зависимость комплексного волнового числа 
от частоты возмущений в простейшем моноди-
сперсном случае

	 (7)

, δ = δs + δl + δа + δt, ,
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, , ,

R20 = R10 + rs, .	 (8)

Здесь α – объемное содержание включений, 
rs – толщина оболочки, w0 – резонансная часто-
та инкапсулированных пузырьков.

РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ

В соответствии с экспериментальной работой 
[10] рассмотрим отражение и прохождение аку-
стической волны через пузырьковую жидкость, 
находящуюся между двумя акриловыми пласти-
нами. Акриловые пластины находятся в воде. 
Толщина пузырькового слоя равна 4 см, толщи-
на акриловых пластин  – 3 мм, радиус пузырь-
ков воздуха – 1 мм. Давление смеси – 0.1 МПа, 
температура – 288 К, плотность акриловых пла-
стин  – 1300  кг/м3, скорость звука  – 3000 м/с. 
Расчеты проведены по формулам (1), (2) и (7). 
На  рис. 1 представлено влияние оболочки пу-
зырьков и упругости несущей жидкости на зави-
симости коэффициентов отражения и прохож-
дения от частоты возмущений. Во-первых, вид-
но, что в области резонансной частоты пузырь-
ков наблюдаются максимум коэффициента отра-
жения и минимум коэффициента прохождения. 
При данной частоте пузырьковый слой практи-
чески полностью отражает падающую акустиче-
скую волну. Во-вторых, наличие упругости несу-
щей жидкости и оболочки пузырьков приводит к 
уменьшению коэффициента отражения и увели-
чению коэффициента прохождения при частотах 
f < f2, где f2  – резонансная частота инкапсулиро-

ванных пузырьков в упругой жидкости, рассчи-
тываемая по формуле (8). Это связано с тем, что 
оболочка пузырьков замедляет их радиальные ко-
лебания, и тем самым происходит меньшее рас-
сеяние акустической волны. В-третьих, заметен 
сдвиг максимума коэффициента отражения и ми-
нимума коэффициента прохождения вправо, что 
связано с увеличением резонансной частоты по-
крытых пузырьков, см. формулу (8). В-четвертых, 
при частотах f < f1 для кривой 1 и f < f2 для кривой 
2 появляются несколько локальных экстремумов, 
что связано с соотношением между длиной аку-
стической волны и толщиной пузырькового слоя. 
В  [20] установлено, что минимальные значения 
коэффициента отражения достигаются, когда

, n = 1, 2, …,	 (9)

а максимальные значения  – при , 

n = 0, 1, …, где d – толщина слоя, λ – длина волны.
К примеру, первый минимум кривой 1 

на рис. 1а наблюдается при частоте f = 1700 Гц, 
а второй – при f = 2500 Гц. Согласно соотноше-
нию  (9), длины волн для этих двух частот со-
ставляют 0.08 и 0.04 м соответственно. Таким 
образом, можно определить значения скоро-
сти звука, как произведение длины волны на ча-
стоту возмущений: C = 136 м/с при f = 1700 Гц 
и C = 100 м/с при f = 2500 Гц. Эти же значения 
можно получить по соотношению (7) и форму-
ле C = 2p f / (ReK*). Аналогичным образом опре-
деляются и максимумы коэффициента отраже-
ния. Экстремумы кривых, которые наблюдают-
ся при частотах f > f2, связаны с наличием двух 
акриловых пластин в жидкости. В этом случае 
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Рис. 1. Зависимости коэффициентов отражения (а) и прохождения (б) от частоты возмущений: 1 – слой воды с пу-
зырьками воздуха, 2 – слой упругой жидкости с покрытыми латексной оболочкой пузырьками воздуха; rs = 10–4  м, 
R1 = 10–3 м, Gs = Gl = 106 Па, α = 0.005.
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явное определение выражений экстремумов за-
труднено в связи со сложностью задачи.

На рис. 2 приведено сравнение зависимости 
коэффициента отражения от частоты возмуще-
ний с экспериментальными данными [10]. Мож-
но заключить, что минимумы коэффициента от-
ражения связаны с наличием двух акриловых 
пластин. При этом при наличии пузырьков в слое 
минимальные значения увеличиваются, что так-
же подтверждается экспериментальными данны-
ми. В целом наблюдается удовлетворительное со-
ответствие теории и эксперимента.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

На основе проведенных результатов расчетов 
показано, что наличие упругости несущей жид-
кости и оболочки пузырьков приводит:

– к уменьшению коэффициента отражения 
и увеличению коэффициента прохождения при 
частотах, меньших резонансной частоты инкап-
сулированных пузырьков;

– к сдвигу максимума коэффициента отраже-
ния и минимума коэффициента прохождения в 
сторону большей частоты возмущений.

В частном случае найдено удовлетворительное 
соответствие результатов теоретических расчетов 
с известными экспериментальными данными.
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Рис. 2. Сравнение коэффициента отражения с экс-
периментальными данными [10] (1 ): 2 – нет пузырь-
ков, 3 – при наличии пузырьков в слое; α = 0.0005, 
R1 = 10–3 м, rs = Gs = Gl = 0.


