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Рассмотрены проблемы и особенности учета столкновений твердых частиц между собой при ис-
следовании двухфазных потоков. Кратко описаны основы теории межчастичных столкновений. 
Описаны и проанализированы развитые на сегодняшний день аналитические методы расчета 
ядер столкновений монодисперсных и бидисперсных частиц в однородной изотропной турбу-
лентности, градиентном турбулентном потоке, а также при совместном действии турбулентности 
и силы тяжести. Большое внимание уделено описанию методов численного моделирования двух-
фазных течений, описывающих на различном иерархическом уровне межфазную границу, меж-
фазные взаимодействия и турбулентность несущей сплошной среды.
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ВВЕДЕНИЕ

Потоки сплошной среды, несущие твер-
дые частицы, имеют место в целом ряде при-
родных явлений [1–5]: песчаные бури, воздуш-
ные смерчи, извержения вулканов, лесные по-
жары, выпадение осадков в виде града, снега и 
т.п. Примерами технических устройств, в кото-
рых используются двухфазные течения, являют-
ся: тракты твердотопливных реактивных двига-
телей, устройства термоподготовки угля в схемах 
энерготехнологического использования топли-
ва, теплообменники с двухфазными рабочими 
телами, устройства песко- и дробеструйной об-
работки различных поверхностей, пневмотран-
спортеры сыпучих материалов, пылеуловители 
различных типов и многие другие.

Двухфазные турбулентные течения (о которых 
преимущественно и пойдет речь в настоящем об-
зоре) являются крайне сложным предметом для 
изучения. Во-первых, на сегодняшний день те-
ория однофазных турбулентных течений дале-
ка от завершения. Во-вторых, введение в турбу-
лентный поток твердых частиц сильно осложня-
ет картину течения. Это связано с большим раз-
нообразием свойств вводимых частиц (прежде 
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всего, инерционности и концентрации), а так-
же разнообразием пространственно-временных 
масштабов несущего газа (в осредненном движе-
нии, в крупномасштабном пульсационном дви-
жении и др.). Сказанное приводит к реализации 
многочисленных режимов (классов) двухфазных 
потоков [6–8].

Изучение характеристик движения частиц в 
турбулентном потоке и их обратного влияния 
на параметры течения несущего газа являются 
двумя из фундаментальных проблем механики 
двухфазных сред. Межчастичные столкновения 
могут играть существенную роль в формирова-
нии статистических характеристик движения 
частиц, а следовательно, и оказывать влияние на 
характеристики несущего их потока газа. Вслед-
ствие этого изучение роли межчастичных взаи-
модействий в контексте решения двух основных 
задач изучения двухфазных потоков представля-
ется чрезвычайно актуальным.

Столкновение двух сферических частиц про-
исходит при сближении их на расстояние, рав-
ное сумме их радиусов. Такое сближение возмож-
но только в том случае, когда различны их скоро-
сти и (или) направления движения. Физические 
механизмы, приводящие к столкновениям ча-
стиц между собой, могут быть самыми различны-
ми. Среди них: броуновское движение, различие 
в осредненных скоростях частиц из-за разницы в 
размерах, из-за градиента осредненной скорости 
несущего газа, различие в пульсационных скоро-
стях из-за турбулентных пульсаций скорости газа 
и многое другое.

В настоящем обзоре описаны и проанализи-
рованы развитые на сегодняшний день аналити-
ческие методы расчета ядер столкновений мо-
нодисперсных и бидисперсных частиц в одно-
родной изотропной турбулентности, градиент-
ном турбулентном потоке, а также при совмест-
ном действии турбулентности и силы тяжести. 
Значительное внимание уделено описанию ме-
тодов численного моделирования двухфазных 
течений, описывающих на различном иерар-
хическом уровне межфазную границу, межфаз-
ные взаимодействия и турбулентность несущей 
сплошной среды.

1. НЕКОТОРЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ  
МЕЖЧАСТИЧНЫХ СТОЛКНОВЕНИЙ

Здесь кратко описаны лишь некоторые ха-
рактеристики процесса межчастичных столкно-
вений: частота и ядро столкновений, время меж-
ду столкновениями, длина свободного пробега, 
столкновительное число Стокса.

Частота столкновений рассматриваемой i-й 
частицы со всеми другими частицами fi при 
большом количестве частиц в двухфазной систе-

ме пропорциональна числовой концентрации 
(среднему числу частиц в единице объема) N

fi = βN,
где β – ядро столкновений. Эта величина полу-
чила указанное название, поскольку присутству-
ет в качестве подынтегральной функции (ядра) 
в уравнении для изменения (эволюции) размера 
частиц вследствие коагуляции. 

Число столкновений частиц, принадлежа-
щих к разным сортам, в единице объема в еди-
ницу времени определяется как F = fij N = fji N =
= βNiNj. Здесь fij, fji  – частоты столкновений со-
ответственно частицы сорта i с частицами сорта j 
и частицы сорта j с частицами сорта i; Ni, Nj  – 
средние числовые концентрации частиц сортов i 
и j соответственно.

Важной характеристикой движения частиц 
является среднее время между соударениями τi, 
определяемое как τi = 1/fi. Времена между соуда-
рениями частиц, принадлежащих к разным со-
ртам, определяются как τij = 1/fij и τji = 1/fji, где 
τij, τji – времена между последовательными стол-
кновениями соответственно частицы сорта i с 
частицами сорта j и частицы сорта j с частица-
ми сорта i.

Одним из ключевых понятий молекулярной 
физики является понятие средней длины сво-
бодного пробега молекулы, т.е. среднего рас-
стояния, которое пролетает молекула от одно-
го столкновения до следующего. По аналогии 
с этим понятием в теории двухфазных потоков 
широко используется термин длина «свободного 
пробега» частиц. Если известно значение сред-
ней скорости частиц, то легко определить сред-
ние длины свободного пробега частиц сортов i 
и j между последовательными столкновениями 
как  и .

Процесс релаксации скоростей сталкиваю-
щихся частиц (капель) может быть охарактери-
зован столкновительным числом Стокса [9, 10], 
которое запишем в следующем виде:

где τp – время динамической релаксации частиц;  
τi – характерное время между последовательны-
ми соударениями. Время динамической релак-
сации является комплексной характеристикой 
инерционности дисперсной фазы и представ-
ляется как .
Здесь τp0 – время релаксации стоксовой частицы, 
ρp и dp – плотность материала частицы и ее диа-
метр соответственно. Корректировочная функ-
ция C(Rep) учитывает влияние сил инерции на 
время релаксации нестоксовой частицы. Число 
Рейнольдса частицы вычисляется по относитель-
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ной скорости между фазами и диаметру дисперс-
ной примеси, т.е. .

Столкновительное число Стокса определя-
ет степень влияния соударений на движение ча-
стиц [11]. Схематичные распределения скорости 
сталкивающейся частицы от времени для раз-
личных диапазонов изменения столкновитель-
ного числа Стокса приведены на рис. 1. Имеют 
место два предельных случая. Если время дина-
мической релаксации дисперсных включений 
пренебрежимо мало по сравнению со временем 
между последовательными столкновениями, 
т.е. Stkc → 0, то частицы быстро восстанавлива-
ют свою первоначальную скорость. В этом слу-

чае соударения практически не оказывают вли-
яния на динамику частиц. В другом предельном 
случае время между столкновениями намного 
меньше времени динамической релаксации ча-
стиц, т.е. Stkc → ∞, и их движение в значитель-
ной степени определяется процессами межча-
стичных столкновений.

2. ОСНОВЫ ТЕОРИИ  
МЕЖЧАСТИЧНЫХ СТОЛКНОВЕНИЙ

Целью теоретического анализа процесса 
столкновений частиц является нахождение ядра 
их столкновений. Эта характеристика напрямую 
связана с частотой соударений частиц  – одной 
из ключевых характеристик процесса межча-
стичных столкновений (см. разд. 1). В данном 
разделе будут рассмотрены два возможных под-
хода (формулировки) к определению ядра стол-
кновений частиц.

2.1. Понятие о цилиндре столкновений
Рассмотрим столкновения частиц сортов i и 

j с радиусами rpi и rpj. Согласно данному подхо-
ду, вводится понятие о «цилиндре столкнове-
ний». Центр частицы радиусом rpi находится на 
оси цилиндра с радиусом, равным сумме радиу-
сов соударяющихся частиц, т.е. σ = rpi + rpj. В мо-
мент столкновения центр частицы сорта j нахо-
дится на поверхности «цилиндра столкновений» 
(рис. 2). 

В рамках цилиндрической формулировки 
ядро столкновений β связывается с полной от-
носительной скоростью двух частиц  и ради-
усом столкновений σ, равным для одинаковых 
частиц их диаметру dp, следующим образом:

.	 (1)

Из (1) видно, что ядро столкновений рав-
но объему цилиндра с площадью поперечного 
сечения πσ2 и высотой, численно равной сред-
ней относительной скорости частиц различных  
сортов .

Отметим, что целый ряд развитых аналити-
ческих моделей столкновений частиц (напри-
мер, [12–15]) основан на широко распростра-
ненной в статистической механике цилиндриче-
ской формулировке задачи. Заметим, что в слу-
чае столкновения жидких частиц (капель), когда 
процесс столкновения осложняется, возможен 
переход частиц из одного сорта в другой (напри-
мер, вследствие коагуляции капель). 

2.2. Понятие о сфере столкновений
Аналогично тому, как это делалось выше, рас-

смотрим столкновения частиц сортов i и j с радиу-
сами rpi и rpj. Согласно рассматриваемому подходу, 

Рис. 1. Схематическое представление распределе-
ния скорости сталкивающейся частицы от времени 
(различные случаи): (а) – межчастичные столкнове-
ния практически не оказывают влияния на скорость 
частицы (Stkc < 1), (б)  – оказывают значительное 
влияние на скорость частицы (Stkc > 1); vi  – исхо-
дное значение скорости частицы, vic – скорость ча-
стицы с учетом столкновений.
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вводится понятие о «сфере столкновений». Центр 
данной сферы находится в центре частицы ради-
усом rpi, а радиус сферы равен сумме радиусов со-
ударяющихся частиц, σ = rpi+ rpj . В момент стол-
кновения центр частицы сорта j находится на по-
верхности «сферы столкновений» (рис. 3).

В рамках сферической формулировки задачи 
ядро столкновений β выражается через осред-
ненную радиальную компоненту относительной 
скорости  и радиус столкновений σ, равный 
для одинаковых частиц их диаметру dp, при по-
мощи соотношения

,	 (2)

где wr = w · r – радиальная компонента их отно-
сительной скорости w = vi – vj; r  – единичный 
вектор, направленный по линии удара от центра 
частицы i к центру частицы j.

Из (2) видно, что ядро столкновений опре-
деляется как среднее значение объема газа, вхо-
дящего в «сферу столкновения» за единицу вре-
мени. Так как внутри «сферы столкновений» 
нет источников (стоков), то объемы входяще-
го и выходящего из нее газа должны быть равны 
между собой. Вследствие этого ядро столкнове-
ний, определяемое (2) как среднее значение вхо-
дящего объема газа, находится как произведение 
половины поверхности «сферы столкновений»  
2πσ2 и осредненного значения радиальной ком-
поненты относительной скорости .

Разница этих формулировок для малых ча-
стиц связана с отличием продольной и попереч-
ной структурных функций при малых рассто-
яниях между двумя точками [16]. Проще гово-
ря, эта разница определяется неравенством ин-
тенсивностей пульсаций относительных скоро-
стей сталкивающихся частиц в разных направле-
ниях. В пионерской работе [17] делается вывод 
о том, что вид функции плотности вероятности 
(ФПВ) относительной скорости частиц, исполь-
зуемый при анализе, во многом определяет при-
менимость той или иной формулировки. Одна-
ко, как показано в [18, 19], более корректной для 
ряда задач, например для определения частоты 
столкновений малоинерционных частиц в тур-
булентном потоке, является сферическая фор-
мулировка. Сделан вывод, что сферическое рас-
смотрение задачи является более общим, а ци-
линдрическая постановка приводит к сходным 
результатам только в некоторых частных случа-
ях. Рассмотрим эти частные случаи ниже.

Проанализируем процессы столкновений ча-
стиц при их хаотическом движении и осаждении 
под действием силы тяжести с использованием 
обоих описанных выше подходов (формулиро-
вок) [20].

2.3. Столкновения  
хаотически движущихся молекул (частиц)

В этом случае отсутствует пространственная 
корреляция скоростей частиц, т.е.

.

Запишем выражение для ФПВ относитель-
ной скорости частиц w как

	 (3)

Используя (3), найдем величину осредненно-
го значения относительной скорости частиц как

	 (4)

где w = | w |. Из (4) получаем выражения для 
осредненных значений радиальной компоненты 
относительной скорости и вектора относитель-
ной скорости

Рис. 2. Иллюстрация одного из подходов в теории 
столкновений частиц, основанного на понятии о 
цилиндре столкновений.

Рис. 3. Иллюстрация одного из подходов в теории 
столкновений частиц, основанного на понятии о 
сфере столкновений.
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 и 	 (5)

Подставляя (5) в (2) и (1) соответственно, 
приходим к одному и тому же соотношению для 
ядра столкновений [17]

Из этого следует вывод, что обе формулиров-
ки (сферическая и цилиндрическая) равнознач-
ны при анализе столкновений хаотически дви-
жущихся частиц.

2.4. Столкновения частиц  
при гравитационном осаждении

В этом случае относительная скорость частиц 
w = vi – vj (относительная скорость витания ча-
стиц) постоянна и равна w = (| w |,0,0). Используя 
цилиндрическую постановку задачи, из (1) имеем

.		  (6)

Для сферической формулировки можно по-
лучить [17]

   (7)

Здесь ψ  – азимутальный угол между векто-
ром r, соединяющим центры сталкивающих-
ся частиц, и осью z, направленной вертикально 
вверх; ϕ – полярный угол в плоскости (x, y).

Сравнивая полученные выражения (6) и (7), 
приходим к выводу о равнозначности обеих фор-
мулировок для случая гравитационного осажде-
ния частиц.

Можно сделать заключение, когда имеется 
пространственная корреляция скоростей частиц 
(отсутствует преимущественное направление 
движения), использование сферической форму-
лировки является более корректным.

3. АНАЛИТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 
МЕЖЧАСТИЧНЫХ СТОЛКНОВЕНИЙ

В этом разделе описываются развитые ана-
литические подходы по нахождению ядер стол-
кновений частиц в турбулентных потоках. Необ-
ходимо отметить, что турбулентность – один из 
механизмов, приводящих к столкновениям ча-
стиц друг с другом. Определение частоты стол-
кновений частиц в турбулентных потоках пред-
ставляет большой интерес для анализа цело-
го ряда промышленных и метеорологических 
[21–24] процессов.

Для вычисления частоты столкновений ча-
стиц и соответствующих «столкновительных 
членов» в уравнениях для характеристик дис-
персной фазы обычно используются два основ-
ных допущения: 1) учитываются только парные 

столкновения; 2) процесс столкновений явля-
ется марковским, т.е. не зависящим от предыду-
щих столкновений. 

Определение ФПВ распределения скоростей 
двух частиц с учетом описанных допущений мо-
жет быть сделано двумя способами [16]. В пер-
вом способе делается дополнительное допуще-
ние о некоррелированности (независимости) 
движения сталкивающихся частиц по аналогии 
с процессом столкновений молекул в кинетиче-
ской теории газов [25–27]. В этом случае двух-
частичная ФПВ находится как произведение од-
ночастичных ФПВ. Однако такой способ мо-
жет использоваться для описания столкновений 
лишь относительно инерционных частиц, вре-
мя релаксации которых много больше характер-
ного времени взаимодействия с турбулентными 
вихрями, т.е. τp >> TpL. Движение таких частиц не 
коррелировано и аналогично хаотическому дви-
жению молекул. Вторым способом является мо-
делирование процесса столкновений двух ча-
стиц с учетом коррелированности их пульсаци-
онного движения из-за взаимодействия с турбу-
лентными вихрями несущего потока. Коррели-
рованность движения частиц должна учитывать-
ся в случае, если τp /TpL  1.

3.1. Монодисперсные частицы  
в однородной изотропной турбулентности

Относительно простые аналитические реше-
ния задачи о нахождении ядра столкновений ча-
стиц в турбулентных потоках могут быть полу-
чены в рамках приближения однородной изо-
тропной турбулентности (homogeneous isotropic 
turbulence, HIT).

Взаимодействие инерционных частиц с тур-
булентными вихрями приводит к двум основ-
ным явлениям, дающим вклад в ядро столкно-
вений [16]: 1) появление относительной скоро-
сти между соседними частицами (турбулентный 
транспортный эффект); 2) возникновение не-
однородного распределения частиц в простран-
стве (эффект кластеризации). Эффект кластери-
зации или аккумулирования проявляет себя как 
тенденция к росту концентрации частиц в обла-
стях малой завихренности вследствие действия 
центробежной силы [28–30]. Указанная сила 
возникает при движении частиц в турбулентных 
вихрях различных масштабов.

В пионерской работе [17] получено аналити-
ческое решение задачи в предельном случае без-
ынерционных частиц. Теория [17] справедли-
ва для частиц, у которых τp < τK (τK – колмого-
ровский временной масштаб турбулентности). 
Такие частицы отслеживают все турбулентные 
пульсации скорости несущего газа и вовлекают-
ся в движение самих мелких вихрей.
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В другой, более поздней, но также ставшей 
классической, работе [31] получено аналитиче-
ское решение задачи в другом предельном случае 
высокоинерционных частиц. Теория [31] спра-
ведлива для частиц, у которых τp >> TL (TL – ла-
гранжев временной макромасштаб турбулентно-
сти). Для таких частиц достаточно учитывать их 
взаимодействие с энергосодержащими вихря-
ми, а вкладом взаимодействия с мелкомасштаб-
ной турбулентностью в ядро столкновений мож-
но пренебречь.

Максимальная сложность в определении 
ядра столкновений возникает в случае нали-
чия в потоке частиц средней инерционности  
(τK   τp   TL), когда необходимо учитывать взаи-
модействие частиц со всем спектром турбулент-
ных вихрей. Статистическая модель турбулент-
ных столкновений, справедливая во всем диа-
пазоне инерционности частиц, была развита в 
[32–34].

Кратко опишем основные положения модели 
[32–34]. Для определения , необходимой для 
нахождения ядра столкновений (4), плотность 
вероятности пульсационной составляющей ра-
диальной относительной скорости p(wr) задает-
ся распределением Гаусса. Интенсивность пуль-
саций радиальной скорости двух частиц при со-

ударении принималась равной . 
Здесь  – интенсивность пульсаций скоростей 
частиц,  – коэффициент корреляции 
скоростей двух соударяющихся частиц из-за их 
взаимодействия с турбулентными вихрями несу-
щего газа (ξ – коэффициент корреляции скоро-
стей несущего газа и частицы, F(σ)  – продоль-
ная компонента эйлеровой двухточечной корре-
ляционной функции пульсаций скоростей).

Итоговое соотношение для определения ядра 
столкновений имеет вид

	 (8)

где 

, , 

, .

Здесь fu  – коэффициент вовлечения частиц 
в турбулентное движение несущего газа, Reλ  – 
число Рейнольдса, определяемое с использо-
ванием тейлоровского масштаба турбулентно-
сти,   η  =  (v 3/ε)1/4 – колмогоровский простран-
ственный микромасштаб, ν  – кинематическая 
вязкость, ε – скорость диссипации энергии тур-
булентности, u' 2   – интенсивность пульсаций 
скоростей несущего газа.

Некоторые предельные случаи. Рассмотрим 
некоторые предельные случаи, вытекающие из 
(8). Для безынерционных частиц (τp = 0, fu = 1, 

) выражение (8) преобразуется к классиче-
скому выражению [17]

	 (9)

Для инерционного интервала изменения вре-
мени релаксации частиц (τK << τp << TL) в преде-

ле больших чисел Рейнольдса (Reλ → ∞) в соот-
ветствии с колмогоровской теорией локального 
подобия [35] в инерционном интервале струк-
турная функция представляется известным об-
разом, что приводит к следующим соотношени-
ям [16] для лагранжевой корреляционной функ-
ции ψL(τ) и коэффициента вовлечения частиц fu 

, 	 (10)

где C0∞  – константа, τ – время.
Подстановка (10) в (8) для ядра столкновений 

в инерционном интервале приводит к соотно-
шению

, .

В предельном случае высокоинерционных 
частиц (τp → ∞, fu → 0) формула (8) переходит к 
виду [31]

.	 (11)

3.2. Монодисперсные частицы  
в градиентном турбулентном потоке

Ниже описаны результаты [36], где анализиру-
ется процесс столкновений частиц, обусловлен-
ный совместным влиянием турбулентных пуль-
саций несущего газа и осредненной составляю-
щей скорости одной частицы относительно дру-
гой. В этом случае для определения средней ра-
диальной компоненты относительной скорости 

 необходимо выполнить осреднение по слу-

чайному распределению wr и телесному углу, ко-
торый характеризует пространственную ориента-
цию вектора скорости w относительно вектора r, 
соединяющего центры сталкивающихся частиц

,	 (12)

где ψ  – азимутальный угол между вектором 
r и осью z, направленной вертикально вверх;
ϕ – полярный угол в плоскости (x, y).

Далее в [36] выполнено интегрирование (12) 
по wr при допущении, что плотность вероятно-
сти пульсационной составляющей радиальной 
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относительной скорости p(wr) задается распре-
делением Гаусса. В результате интегрирования 
было получено

  (13)

где wr = Wr +  (Wr  и  – осредненная и пуль-
сационная компоненты радиальной составляю-
щей относительной скорости), а – средний 
квадрат . В частном случае, когда отсутствует 
осредненная относительная скорость Wr = 0  со-
отношение (13) переходит в  для 
случая, рассмотренного в разд. 3.1.

Обычно поле осредненной скорости газа за-
дается в виде однородного сдвига U = (sz,0,0). 
Примем допущение о том, что частицы полно-
стью отслеживают осредненное движение несу-
щей фазы, т.е. V = U. В этом случае радиальная 
компонента относительной скорости wr, обу-
словленная сдвигом скорости и действием силы 
тяжести, будет иметь следующий вид:

,	 (14)

где σ – радиус сферы столкновений (σ = rpi+ rpj ).
Далее из (2) и (13) с учетом (14) в [36] получено 

выражение для β, учитывающее влияние сдвига 
скорости, в виде ряда. Не будем здесь приводить 
конечное соотношение для β из-за его громозд-
кости. При  найденный ряд сво-
дится к классическому решению [37]

.	 (15)

Также в [36] предложена следующая простая 
аппроксимация полученного громоздкого выра-
жения

β = (βt + βs)
1/2,

где βt  – турбулентная составляющая суммарно-
го ядра столкновений, βs  – составляющая ядра 
столкновений за счет сдвига скорости (опреде-
ляется по соотношению (15)).

3.3. Бидисперсные частицы  
в однородной изотропной турбулентности

Рассмотрим столкновения в бидисперсной 
системе частиц, состоящей из частиц двух со-
ртов. Все величины, относящиеся к частицам 
первого сорта, будем обозначать нижним ин-
дексом 1, а к частицам второго сорта – нижним 
индексом 2. Рассмотрение такой системы имеет 
большое практическое значение, так как отно-

сительно легко обобщается на общий случай по-
лидисперсной системы частиц [11]. Ниже приво-
дятся основные положения обобщения аналити-
ческой модели для турбулентного ядра столкно-
вений монодисперсных частиц, рассмотренной 
в разд. 3.1, на бидисперсную систему [38–40]. 

Необходимо отметить, что описываемая мо-
дель справедлива во всем диапазоне инерцион-
ности частиц, так как учитывает взаимодействие 
частиц с турбулентными вихрями всех масшта-
бов. Основные допущения модели: 1) одното-
чечная ФПВ скоростей газа и частицы пред-
ставляется в виде нормального распределения; 
2) двухточечная ФПВ скорости газа предпола-
гается гауссовой; 3) ФПВ скоростей двух частиц 
определяется путем введения совместной двух-
точечной ФПВ скоростей жидкости и частиц в 
соответствии с подходом [32]. 

Интегрированием двухчастичной ФПВ по 
нормальным к вектору скорости, соединяющему 
центры частиц, компонентам скоростей в [16] по-
лучена ФПВ для распределения радиальных ком-
понент скоростей частиц. Двухчастичная ФПВ 
приводит к следующему выражению для радиаль-
ной компоненты относительной скорости пары 
частиц с интенсивностью пульсаций радиальной 
скорости двух частиц при контакте [16]

	 (16)

где  – коэффициент корреля-
ции радиальных компонент скоростей сталкива-
ющихся частиц.

Из (16) видно, что коэффициент корреляции 
скоростей частиц при контакте (столкновении) 
равен произведению среднегеометрического из 
коэффициентов вовлечения частиц в турбулент-
ное движение и корреляционной функции, при-
нимающей во внимание пространственную кор-
релированность скорости жидкости на расстоя-
нии радиуса столкновений σ.

С учетом  и (16) радиальная 
относительная скорость сталкивающихся ча-
стиц равна [16]

.	 (17)

Для малоинерционных частиц (dp < η) под-
становка F(σ) из (8) и (17) в (2) дает следующее 
выражение для ядра столкновений:

	 (18)
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В случае монодисперсных частиц (18) перехо-
дит в (8).

Некоторые предельные случаи. Рассмотрим не-
которые частные случаи, вытекающие из (18). Для 
безынерционных частиц сорта 2 (τp2 = 0, fu2 = 1) 
выражение (18) приобретает следующий вид:

Если частицы группы 1 также безынерци-
онны (τp1 = 0, fu1 = 1), то выражение (18) пере-
ходит в полученную в [17] классическую фор-
мулу (9).

Для инерционного интервала измене-
ния времен динамической релаксации частиц  
(τK << τpα << TL) при больших числах Рейнольдса 
(Reλ → ∞) с учетом соотношения (10) ядро стол-
кновений (18) записывается как

.

В предельном случае высокоинерционных 
частиц их движение оказывается полностью не-
коррелированным (ς12 → 0) и выражение (18) 
приводит к ядру столкновений [31]

,

являющемуся аналогом (11) для случая биди-
сперсных частиц.

3.4. Бидисперсные частицы 
в однородной изотропной турбулентности 

при наличии осредненной 
относительной скорости

В [16] найдено ядро столкновений частиц в 
результате одновременного действия двух эф-
фектов – турбулентности и средней относитель-
ной скорости между частицами различных групп. 
В  качестве причины возникновения осреднен-
ной скорости рассмотрено действие силы тяже-
сти. Для нахождения  поступим аналогич-

ным образом (см. разд. 3.2). С этой целью необхо-
димо выполнить осреднение по случайному рас-
пределению wr и телесному углу, который харак-
теризует пространственную ориентацию векто-
ра скорости w относительно вектора r, соединя-
ющего центры сталкивающихся частиц согласно 
(12). В результате интегрирования с учетом гаус-
сова распределения для пульсационной состав-
ляющей радиальной компоненты относительной 
скорости получим выражение (13).

Обусловленная силой тяжести радиальная 
компонента осредненной относительной скоро-
сти двух частиц определяется как Wr = Wgcosϕ, 
где Wg = | τp2 – τp1 | g – разность скоростей седи-
ментации (осаждения) двух частиц, g – ускоре-

ние силы тяжести. С учетом этого интегрирова-
ние (13) и последующая подстановка в (2) при-
водят к следующему выражению для ядра стол-
кновений, учитывающему суммарное влияние 
турбулентности и силы тяжести:

	 (19)

где   – параметр, учитывающий 
отношение эффектов влияния гравитации и тур-
булентности на ядро столкновений.

При малых значениях Ω из (19) следует соот-
ношение для ядра столкновений, совпадающее с 
решением [17] при слабом влиянии гравитации

,

где βt  – турбулентная составляющая ядра стол-
кновений (18).

В другом предельном случае (Ω → ∞) выраже-
ние (19) переходит в известное соотношение [11, 
16] для ядра столкновений частиц под действи-
ем силы тяжести

.

В [24] отмечается, что соотношение (19) спра-
ведливо для учета эффекта осредненной относи-
тельной скорости на ядро столкновений в изо-
тропной турбулентности не только силы тяже-
сти, но и любой другой внешней силы, вызыва-
ющей относительное движение частиц. Выраже-
ние (19) впервые было получено в [31] и затем 
воспроизведено в [36, 40, 41].

4. ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ  
МЕЖЧАСТИЧНЫХ СТОЛКНОВЕНИЙ

В последние десятилетия наблюдается колос-
сальный рост интереса многочисленных групп 
исследователей к математическому моделиро-
ванию двухфазных течений различных классов 
(газ–твердые частицы, газ–капли, жидкость–
твердые частицы, жидкость–пузыри). На сегод-
няшний день развиты десятки подходов матема-
тического моделирования двухфазных потоков.

На рис. 4 предпринята попытка представле-
ния лишь основных концепций моделирования 
двухфазных течений, в основу которых положе-
ны различные иерархические уровни описания 
турбулентности несущей фазы, межфазной гра-
ницы и межфазных взаимодействий.

4.1. Классификация методов  
численного моделирования

Математические модели могут иметь раз-
личный уровень описания турбулентности не-
сущего газа [8, 42] от осредненных по Рейноль-
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дсу уравнений Навье–Стокса (Reynolds-averaged 
Navier–Stokes equations (RANS)), когда расчету 
подлежат только поля осредненных характери-
стик турбулентности, до метода крупных вихрей 
(large-eddy simulation (LES)) и прямого числен-
ного моделирования (direct numerical simulation 
(DNS)), когда разрешаются только крупные вих-
ри и вихри всех масштабов (вплоть до колмого-
ровского) соответственно (рис. 4). 

Математические модели могут иметь различ-
ный уровень разрешения межфазной границы 
(см. рис. 4). Лагранжевы методы (particle-point 
(PP-methods)) описания являются самыми ста-
рыми методами описания движения частиц. 
Эти  методы можно использовать для расчетов 
движения миллионов частиц. Условием приме-
нимости лагранжевых подходов является ма-
лость размера частиц по сравнению с колмого-
ровским пространственным масштабом. В этом 
случае частицы могут рассматриваться как то-
чечные. Методы с разрешением межфазной гра-
ницы (particle-resolved (PR-methods)), при ко-
торых разрешается обтекание каждой частицы. 
При  этом поведение каждой частицы опреде-
ляется как внешними действующими силами, 
так и силой аэродинамического сопротивления 
со стороны несущего газа, определяемой в про-
цессе расчета. Данный метод применим также к 
расчету более сложных двухфазных течений, не-
сущих капли или пузыри, когда межфазная по-
верхность может деформироваться. Эта дефор-
мация рассчитывается с использованием аэро-
динамической силы, вычисляемой в процессе 
расчета. Хорошо известным ограничением этого 
метода является следующее обстоятельство. Рас-
считать движение газа вокруг каждой частицы 
возможно в том случае, когда шаг расчетной сет-
ки мал по сравнению с размером частицы. При-

менение этого метода осложняется, когда раз-
мер частиц превышает размер наиболее мелких 
турбулентных вихрей (колмогоровский микро-
масштаб) и количество частиц велико.

Величина объемной концентрации частиц ϕ 
(безразмерная величина) предопределяет необ-
ходимый уровень описания межфазного взаимо-
действия [6, 7] (рис. 4): 1) режим движения оди-
ночных частиц (ϕ  10-6), когда их присутствие 
не оказывает обратного влияния на характери-
стики несущего газа («one-way coupling», OWC); 
2) режим слабозапыленного течения (dilute two-
phase flows) (10-6  ϕ  10-3 ) с обратным влияни-
ем частиц («two-way coupling»,  TWC); 3) режим 
сильнозапыленного течения (dense two-phase 
flows) ((ϕ > 10-3), когда существенную роль игра-
ют столкновения частиц между собой («four-way 
coupling», FWC).

Предметом настоящего обзора являются 
двухфазные течения, несущие дисперсную при-
месь в виде твердых частиц, при наличии меж-
частичных столкновений FWC. Исторически 
сложилось так, что первые работы, связанные 
с моделированием двухфазных газовых потоков 
с твердыми частицами, были посвящены OWC. 
Это понятно, так как такие расчеты являются 
наиболее простыми. Цель этих расчетов – полу-
чить характеристики движения частиц в извест-
ном (или предварительно рассчитанном) поле 
скоростей (температур) несущего газа. С ростом 
концентрации частиц они начинают оказывать 
обратное влияние на характеристики течения 
несущего газа, т.е. необходимо проведение TWC.

Отметим, что в большинстве ранних работ 
характеристики газа рассчитывались на основе 
подхода, основанного на осредненных по Рей-
нольдсу уравнениях Навье–Стокса (RANS) (на-
пример, [43, 44]). 

Рис. 4. Классификация методов численного моделирования двухфазных потоков, основанная на различных иерар-
хических уровнях описания турбулентности несущей фазы, межфазной границы и межфазных взаимодействий.
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4.2. Метод крупных вихрей (LES)
С развитием быстродействующих компьюте-

ров пришло время метода крупных вихрей (LES) 
и прямого численного моделирования (DNS) 
для описания турбулентного течения несущего 
газа.

Метод LES похож на метод DNS, но исполь-
зуемая расчетная сетка намного крупнее. Мел-
кие вихри аппроксимируют подсеточными мо-
делями турбулентности, среди которых динами-
ческая модель вихревой вязкости Смагоринско-
го [45] и многие другие [46–48]. Развитие моде-
лей LES тоже происходило от простого (OWC) 
к сложному (TWC). Так, примерами расчетов 
PP–OWC–LES являются работы [49–51], в ко-
торых изучалась дисперсия частиц в турбулент-
ных потоках. Обратное влияние частиц на харак-
теристики течения газа с использованием подхо-
да PP–TWC–LES изучено в работе [52] для слу-
чая вынужденной однородной изотропной тур-
булентности (FHIT).

Приведем описание и краткий анализ работ, 
в которых учитывались межчастичные столкно-
вения.

Метод PP–FWC–LES использован для уче-
та столкновений частиц в [10] при исследова-
нии двухфазного потока в вертикальном канале 
при  Reτ = 644 и значении объемной концентра-
ции вплоть до ϕ = 1.4×10-4. Учитывалось влия-
ние силы сопротивления, силы тяжести, а также 
подъемных сил (вследствие наличия сдвига ско-
рости газа и вращения частиц) на поведение ча-
стиц. Для учета столкновений частиц использо-
валась детерминистская модель. Сделан вывод о 
существенном влиянии межчастичных столкно-
вений на статистические характеристики движе-
ния частиц, включая величину концентрации.

В [53] методом PP–FWC–LES выполне-
ны расчеты двухфазного потока в канале при 
очень высокой объемной концентрации частиц 
ϕ  =  1.3×10-2. Среди всего многообразия сил во 
внимание принимались только сила сопротив-
ления и сила тяжести. Расчеты показали, что ча-
стицы оказывают колоссальный эффект на тур-
булентность, приводя к утончению погранично-
го слоя, увеличению пульсаций скорости газа в 
продольном направлении и, наоборот, к сниже-
нию пульсаций газа в двух других направлениях.

В [54] рассчитаны параметры двухфазного 
потока в канале при объемной концентрации ча-
стиц ϕ = 4.8×10-4  и расходном числе Рейнольдса 
Re = 42000, построенном по высоте канала. Ав-
торы рассмотрели раздельно эффекты обратного 
влияния частиц на газ и межчастичные столкно-
вения (PP–TWC–LES и PP–FWC–LES). Также 
был сделан акцент на использовании различных 
моделей столкновений частиц (модель твердых 

и мягких сфер), различного состояния стенки 
(гладкая и шероховатая) и различных моделей 
подсеточной вязкости (модель Смагоринского и 
динамическая модель). Результаты расчетов по-
казали, что различия при использовании разных 
столкновительных и подсеточных моделей не-
значительны. В то же время учет столкновений 
частиц и шероховатости стенки приводит к луч-
шему совпадению с имеющимися эксперимен-
тальными данными. 

В [55] выполнено PP–FWC–LES для двух-
фазного потока с частицами при объемной кон-
центрации последних ϕ = 7.3×10-5 и расходном 
числе Рейнольдса Re = 11900, построенном по 
полувысоте канала. Авторами была использо-
вана подсеточная модель, развитая ранее в [56], 
в уравнении движения для частиц, а также де-
терминистская модель для расчета межчастич-
ных столкновений. Показано, что при такой не-
значительной объемной концентрации частиц 
их влияние на турбулентность газа пренебрежи-
мо мало. В то же время обнаружено, что влия-
ние столкновений частиц играет значительную 
роль. Найдено хорошее соответствие результа-
тов с данными DNS, описанными в [57], а также 
с экспериментальными данными. 

Авторы [56] позже выполнили PP–FWC–
LES–расчеты двухфазного потока [58] в горизон-
тальной трубе при числе Рейнольдса Re = 120000, 
построенном по диаметру трубы. Особенностью 
этого исследования был учет полидисперсно-
сти частиц и их вращения, а также учета поми-
мо силы сопротивления подъемной силы Сэфме-
на и силы Магнуса. Шероховатость стенки моде-
лировалась посредством введения коэффициен-
тов восстановления нормальной и тангенциаль-
ной скоростей, отличных от единицы, а также пу-
тем учета так называемого теневого эффекта при 
малых углах соударения со стенкой. 

В [59] выполнено PP–FWC–LES двухфазного 
потока в канале при наличии эффектов агломе-
рации частиц. Основной прием, позволяющий 
учитывать появление в потоке агломератов ча-
стиц после их соударения, заключается во вве-
дении силы Ван-дер-Ваальса, отвечающей за яв-
ление когезии.

4.3. Прямое численное моделирование (DNS)
К настоящему времени имеется значительное 

количество работ, в которых исследователи из-
учали различные проблемы физики двухфазных 
потоков с использованием метода DNS и описа-
нием на различных уровнях межфазных взаимо-
действий и межфазной границы.

Работа [60]  – одно из первых исследований 
поведения точечных частиц (PP–OWC–DNS) в 
затухающей однородной изотропной турбулент-
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ности (DHIT). Изучалось движение относитель-
но небольшого числа частиц (432 частицы) при 
очень небольшом числе Рейнольдса (Reλ <  35). 
В  уравнениях движения частиц учитывалось 
лишь линейное аэродинамическое сопротив-
ление. В более поздних исследованиях [61, 62], 
посвященных изучению движения частиц, как 
в вынужденной однородной изотропной турбу-
лентности (FHIT), так и в затухающей однород-
ной изотропной турбулентности (DHIT) акцент 
делался на изучение возможностей различных 
методов интерполяции (линейная интерполя-
ция, интерполяция Лагранжа высокого поряд-
ка, эрмитова интерполяция) скорости газа в ме-
сте расположения частицы.

Более сложный случай турбулентного двух-
фазного потока – турбулентное течение в кана-
ле – рассмотрен в работах [63, 64], где помимо 
силы аэродинамического сопротивления учи-
тывалась также сила Сэфмена [63], а для интер-
поляции скорости газа в месте нахождения ча-
стицы использован более совершенный псевдо-
спектральный метод интерполяции Фурье–Че-
бышева [64]. К настоящему времени имеются 
многочисленные исследования двухфазных по-
токов методом PP–OWC–DNS в каналах и тру-
бах [65–68], FHIT [28, 69] и DHIT [70].

С ростом концентрации частиц они начина-
ют оказывать обратное влияние на характери-
стики течения несущего газа (см. разд. 4.1), т.е. 
необходимо проведение TWC-DNS. Это при-
вносит дополнительные сложности при мате-
матическом моделировании. Во-первых, в урав-
нении движения частицы должна присутство-
вать не начальная (присущая однофазному по-
току) скорость газа, а «новая» скорость возму-
щенного присутствием частиц потока. В рабо-
те [71] высказано предположение, что различие 
между этими скоростями мало, если диаметр ча-
стиц меньше размера вычислительной сетки, т.е. 
dp < L. Это условие в случае PP-DNS практиче-
ски всегда удовлетворяется. Во-вторых, необхо-
димо вводить источниковый член в уравнениях 
движения газа [72]. Если частица меньше кол-
могоровского масштаба (dp < ηK), то особых про-
блем не возникает. В противном случае (dp > ηK) 
встает вопрос о применимости допущения то-
чечных частиц. В работах [73, 74] проведены рас-
четы двухфазного потока, содержащего большое 
количество очень мелких частиц при ϕ = O(10-4), 
которое было соизмеримо с количеством ячеек 
расчетной сетки.

Примерами исследований, в которых выпол-
нено моделирование PP–TWC–DNS, являются 
работы [75–77]. В [75] изучено турбулентное те-
чение в канале. Объемная концентрация частиц 
равнялась ϕ ≈10-4. Предполагалось, что части-

цы являются стоксовыми (линейный закон со-
противления). Найдено, что в случае мелких ча-
стиц (dp < ηK) их присутствие подавляло турбу-
лентность, а присутствие относительно крупных 
частиц (dp > ηK), наоборот, вызывало интенси-
фикацию турбулентности. В [76, 77] выполнено 
моделирование двухфазного потока в канале при  
Reτ = 180, построенного по полувысоте канала. 
Выявлено, что присутствие частиц снижает со-
противление и приводит к росту продольных 
пульсаций скорости газа. В то же время наличие 
частиц вызывало снижение пульсаций скорости 
газа в двух других направлениях и существенно 
снижало напряжения Рейнольдса. В [78] прове-
дено моделирование двухфазного турбулентно-
го потока в канале при таком же числе Рейноль-
дса (Reτ = 180) при учете нелинейности в зако-
не сопротивления частиц (нестоксовы частицы). 
Найдено, что частицы, имеющие малые значе-
ния числа Стокса, увеличивали интенсивность 
турбулентности, напряжения Рейнольдса и вяз-
кую диссипацию. В то же время частицы, имею-
щие большие значения числа Стокса, приводи-
ли к снижению интенсивности турбулентности.

В [79] путем PP–TWC–DNS изучено влияние 
монодисперсных субколмогоровских (dp  <  ηK) 
стоксовых (Rep << 1) частиц на затухание од-
нородной изотропной турбулентности (HIT). 
В статье делался акцент на влияние числовой 
концентрации частиц. При проведении расче-
тов варьировались независимо число Стокса 
(StkK = 0.3–4.8), массовая концентрация частиц 
(M  = 0.001–0.3) и число частиц в колмогоров-
ском вихре (Nη = 0.07–17). Числовая концентра-
ция частиц N0 и число частиц в колмогоровском 
вихре Nη связаны как Nη = N0η

3. Выполненные 
расчеты позволили четко выделить два режима. 
При StkK < 1 присутствие частиц ведет к сниже-
нию затухания турбулентной энергии (первый 
режим). При StkK > 1 частицы ускоряют затуха-
ние турбулентности (второй режим).

К настоящему времени разработаны различ-
ные численные методы и алгоритмы для реализа-
ции PR-DNS. В одном из них используется сфе-
рическая расчетная сетка, располагаемая вокруг 
частиц и вложенная в декартову сетку для всей 
расчетной области. В [80] этот метод был исполь-
зован для расчета силы, действующей на одиноч-
ную неподвижную частицу в затухающей одно-
родной изотропной турбулентности (DHIT). Эф-
фективными методами реализации PR-DNS яв-
ляются метод погруженных границ [81], в кото-
ром во всей расчетной области используется де-
картова сетка, и метод решеточных уравнений 
Больцмана [82], где также используется невырав-
ненная по форме частицы декартова сетка. Еще 
одним методом является Physalis [83], в котором 
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используется локальное аналитическое решение 
для течения вокруг каждой частицы.

В работе [84] приводятся результаты PR–TWC–
DNS прямого турбулентного двухфазного восхо-
дящего потока в вертикальном канале. Изучено 
влияние числа Рейнольдса частицы (Rep  <  227), 
размера частиц, объемного числа Рейнольдса, 
отношения плотностей фаз (ρp /ρ  =  2–100), от-
ношения радиуса частиц к полуширине канала 
(2rp /H = 0.05–0.15), объемной концентрации ча-
стиц (ϕ  = 3×10–3–2.36 ×  10–2) на интенсивность 
пульсационной скорости несущей фазы. Резуль-
таты расчетов показали, что при малых значениях 
Rep интенсивность турбулентности снижается по 
всему сечению канала. При средних Rep интен-
сивность турбулентности увеличивается в цен-
тральной области канала и снижается в пристен-
ной области. При высоких значениях Rep интен-
сивность турбулентности возрастает по всему по-
перечному сечению канала. Критическое значе-
ние Rep увеличивается с ростом объемного числа 
Рейнольдса, размера частиц и отношения плот-
ностей фаз, а также увеличивается с уменьшени-
ем объемной концентрации частиц.

Дальнейший рост концентрации частиц при-
водит к необходимости учета межчастичных 
столкновений (см. разд. 4.1), т.е. необходимо 
проведение FWC–DNS. Интенсивные столкно-
вения частиц между собой оказывают влияние 
на статистику движения частиц и, следователь-
но, на величину их обратного влияния на тече-
ние газа. Сказанное сильно осложняет матема-
тическое моделирование. На сегодняшний день 
развито несколько стохастистических подходов 
для того, чтобы уйти от простого детерминист-
ского расчета парных столкновений частиц, тре-
бующего колоссальных затрат компьютерного 
времени.

Примерами исследований, в которых прове-
дено моделирование PP–FWC–DNS, являют-
ся работы [85, 86]. В [85] выполнено математи-
ческое моделирование турбулентного двухфаз-
ного течения в вертикальной трубе в присут-
ствии маленьких тяжелых частиц в широком 
диапазоне изменения массовой концентрации 
(M  =  0.1–30) последних. При проведении рас-
четов использовались различные приемы моде-
лирования реальной шероховатости стенки с це-
лью лучшего совпадения результатов с имеющи-
мися экспериментальными данными. Найдено, 
что результаты расчетов сильнее зависят от ис-
пользуемой модели шероховатости, чем от ва-
рьирования параметров, характеризующих про-
цесс межчастичных столкновений. Также рас-
четы выявили снижение интенсивности тур-
булентности с ростом массовой концентрации 
частиц. В [86] выполнено моделирование тур-

булентного двухфазного нисходящего течения 
в канале при Reτ  =  642 и массовой концентра-
ции частиц M  =  0.8. Расчеты проводились для 
гладкой и шероховатых стенок, где шерохова-
тость моделировалась расположением на стенке 
фиксированных крошечных частиц. Обнаруже-
но, что шероховатые стенки усиливают подавле-
ние турбулентности, вызываемой присутствием 
в потоке частиц.

В [87] прямым численным моделированием 
(DNS) исследуется взаимодействие между ста-
ционарным однородным изотропным турбу-
лентным (HIT) потоком и инерционными ча-
стицами с учетом межчастичных столкновений 
(PP–FWC–DNS). Вычисления выполнялись 
для 1283 ячеек периодической кубической обла-
сти и двух значений тейлоровского числа Рей-
нольдса Reλ = 35.4 и 58 при варьировании объ-
емной концентрации частиц от ϕ = 1.37×10–5 
до 8.22×10–5 и числах Стокса StkK = 0.19–12.7. 
В качестве дисперсной фазы выступали упругие 
сферические частицы диаметром dp = 67.6 мкм, 
что соответствует dp /ηK  = 0.1. Изменение чис-
ла Стокса производилось варьированием плот-
ности частиц в очень широком диапазоне: 
ρp  =  150–18000  кг/ м3. Результаты [87] показа-
ли, что диссипация уменьшается до 32% с уве-
личением числа Стокса и объемной концентра-
ции частиц. Показано, что указанное значение 
максимального снижения диссипации являет-
ся завышенным на 7% в случае учета межчастич-
ных столкновений. Спектральный анализ выя-
вил перенос энергии частицами от больших мас-
штабов к малым, что и объясняет разницу в дис-
сипации.

В работе [88] на основе эйлерово-лагран-
жевого подхода изучены особенности магнитно-
архимедовой сепарации сферических частиц, 
имеющих почти нейтральную плавучесть и дви-
жущихся в потоке парамагнитной жидкости. 
Этот метод обычно используется для разделе-
ния различных типов пластмасс при магнитно-
плотностном разделении. В работе выполнено 
PP–FWC–DNS-моделирование с целью учета 
всех возможных взаимодействий между внеш-
ним магнитным полем, магнитной жидкостью 
и частицами. Взаимодействие частиц между со-
бой моделировалось с использованием модели 
твердых сфер. Показано, что учет межчастичных 
столкновений существенно влияет на динамику 
левитации частиц и отрицательно влияет на эф-
фективность разделения.

В работе [89] выполнено PP–FWC–DNS-
моделирование процесса столкновений частиц 
в однородной изотропной турбулентности. От-
метим, что была реализована упрощенная гео-
метрическая модель столкновений, при кото-
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рой частицы могут перекрываться, но при этом 
не происходит их явного контакта. Произведен 
анализ учета обратного влияния частиц (TWC) 
на такие характеристики процесса столкновений 
частиц, как радиальные относительные скоро-
сти, функции радиального распределения, ядра 
столкновений и скорости осаждения частиц.

В заключение сформулируем перспективные 
направления для дальнейшего прогресса в обла-
сти математического моделирования двухфаз-
ных потоков с твердыми частицами при нали-
чии столкновений:

1) развитие методов математического мо-
делирования двухфазных потоков, содержа-
щих частицы разных размеров (полидисперс-
ные частицы). Именно такие потоки интересу-
ют инженеров-практиков. Частицы разных раз-
меров будут иметь разные скорости и различ-
ным образом влиять на течение газа, а также 
будут иметь тенденцию к столкновениям меж-
ду собой при более низких значениях концен-
трации;

2) развитие методов математического модели-
рования двухфазных потоков с крупными части-
цами, за которыми формируются турбулентные 
следы. С ростом концентрации частиц эти тур-
булентные следы будут интерферировать между 
собой, а частицы претерпевать столкновения;

3) развитие методов математического мо-
делирования двухфазных потоков с частица-
ми, осложненных наличием фазовых переходов 
(плавление и дальнейшее испарение) и протека-
нием химических реакций (прежде всего, реак-
ции горения).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Описаны проблемы, возникающие при учете 
столкновений частиц между собой при иссле-
довании двухфазных потоков. Приведены ана-
литические методы расчета ядер столкновений 
монодисперсных и бидисперсных частиц в од-
нородной изотропной турбулентности, гради-
ентном турбулентном потоке, а также при со-
вместном действии турбулентности и силы тя-
жести. Значительное внимание уделено опи-
санию работ, в которых используются мето-
ды численного моделирования двухфазных те-
чений, описывающих на различном иерархи-
ческом уровне межфазную границу, межфаз-
ные взаимодействия и турбулентность несущей 
сплошной среды.

Рассмотренные в настоящем обзоре анали-
тические методы и подходы численного моде-
лирования могут быть напрямую или с некото-
рыми модификациями использованы для изуче-
ния движения пузырьков в пузырьковых слоях и 
кластерах [90, 91], процессов формирования фа-

келов распыла [92], коагуляции аэрозолей при 
формировании вихревых течений [93], интенси-
фикации осаждения газовзвесей и аэрозолей в 
акустических полях [94, 95], формирования льда 
в условиях атмосферного облака из переохлаж-
денных капель [96].
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