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В данной работе рассмотрена двухкомпонентная электронейтральная равновесная комплексная
плазма макроионов конечных размеров с зарядом Z (Z  1) и точечных противоположно заряжен-
ных микроионов c единичным зарядом. С учетом эффекта нелинейного экранирования макроио-
нов микроионами в рамках приближения Пуассона–Больцмана рассчитано давление в модели
средней ячейки Вигнера–Зейтца. Один из способов расчета основан на вычислении поправки на
неидеальность для свободной энергии Гельмгольца, второй является специфическим для модели
средней ячейки Вигнера–Зейтца. Показано, что давление и изотермическая сжимаемость плазмы
являются положительными во всем диапазоне концентраций макроионов.
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ВВЕДЕНИЕ
При описании термодинамики комплексной

плазмы важно учитывать эффект нелинейного экра-
нирования. Пренебрежение этим эффектом сказы-
вается на точности результатов вычисления многих
термодинамических параметров. В данной работе
рассматривается двухкомпонентная трехмерная
равновесная система отрицательно заряженных
макроионов с зарядовыми числами –Z (Z > 0) и ра-
диусами RZ и точечных противоположно заряжен-
ных микроионов с единичными зарядами. Рассмат-
риваемая плазма является асимметричной (Z  1).
Под комплексной плазмой обычно понимают кол-
лоидную плазму, плазму с конденсированной дис-
персной фазой, пылевую плазму серебристых об-
лаков, газоразрядную пылевую плазму, пылевую
плазму белых карликов и др. Рассматриваемая в
данной работе система наиболее близка к первой из
перечисленных – к коллоидной плазме. Ее харак-
терная температура T является комнатной, зарядо-
вое число макроионов (далее называется “зарядом”)
составляет Z ~ 1000–10 000, радиус макроиона
RZ ~ 0.1–10 мкм, а характерная концентрация макро-
ионов nZ находится в диапазоне 105–109 см–3 [1, 2].

Эффект нелинейного экранирования следует
учитывать, если нарушается условие допустимости
линеаризации , где ϕint(r) – сред-
ний электростатический потенциал вокруг макро-

иона, создаваемый всеми макро- и микроионами.
Простейшим (“бескорреляционным” с точки
зрения отсутствия корреляций между микроио-
нами) способом учета нелинейности экранирова-
ния макроионов микроионами является описа-
ние в рамках приближения Пуассона–Больцмана
(ПБ). С применением различных численных ме-
тодов уравнение ПБ решалось во многих работах
(см., например, [3–6]). Аналитическое решение
предложено в статье [7]. Ряд частных случаев рас-
смотрен в обзоре [8].

В случае, когда условие линеаризации выпол-
няется, экранирование макроионов описывается
в рамках линеаризованного (дебаевского) при-
ближения. Например, указанное приближение
для учета корреляций между макро- и микроио-
нами использовалось в работах [9–11].

Важным результатом, отмеченным в [12, 13],
было то, что уравнения состояния, полученные в
[9, 10], предсказывают существование зон с отри-
цательной сжимаемостью в значительной части
характерных параметров комплексной плазмы,
что, как известно, означает, существование фазо-
вых расслоений, отсутствующих на фазовой диа-
грамме комплексной плазмы [11].

Ранее в работах [14–17] было показано, что
учет нелинейного экранирования в рамках при-
ближения ПБ существенно изменяет величину ку-
лоновской энергии взаимодействия в комплексной
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плазме по сравнению с результатами, получен-
ными в статьях [9, 10] с использованием линеа-
ризованного приближения. Вторым важным от-
личием данных работ было то, что в [14–17] учи-
тывались конечные размеры макроионов, в то
время как в [9, 10] макроионы считались точеч-
ными. Следует отметить, что до сих пор оставал-
ся открытым вопрос о возможности существенно-
го изменения УРС [9, 10] вследствие учета эффекта
нелинейного экранирования и, соответственно, о
возможном изменении области параметров, где
получившееся УРС предсказывает существова-
ние зоны отрицательной сжимаемости. Этому
вопросу в значительной мере посвящена настоя-
щая работа.

Давление в системе рассчитывается двумя спо-
собами. Первый из них является общим. Соглас-
но ему, давление рассчитывается посредством
вычисления неидеальной части свободной энер-
гии Гельмгольца (см. подробнее раздел 2). Второй
способ более специальный и может быть приме-
нен для систем, рассматриваемых в приближении
средней сферической ячейки Вигнера–Зейтца (ВЗ)
(см. раздел 3). В обоих случаях система находится
в состоянии полного термодинамического равно-
весия, и вопросы кинетики, связанные с его уста-
новлением, не рассматриваются.

1. УЧЕТ ЭФФЕКТА НЕЛИНЕЙНОГО 
ЭКРАНИРОВАНИЯ В СРЕДНЕЙ 

СФЕРИЧЕСКОЙ ЯЧЕЙКЕ
ВИГНЕРА–ЗЕЙТЦА. МОДЕЛЬ

В данной работе все вещество плазмы разбива-
ется на электронейтральные невзаимодействую-
щие ячейки Вигнера–Зейтца (ВЗ) [8, 18, 19], в
центре каждой из которых находится отрицатель-
но заряженный макроион с зарядом –Ze и радиу-
сом RZ, а в остальной части ячейки расположены
точечные положительно заряженные микроионы,
каждый с зарядом e (далее зарядом называется толь-
ко абсолютное значение зарядового числа). Систе-
ма находится в полном термодинамическом равно-
весии (температура макро- и микроионов системы
одинакова и равна T). Применимость ячеечного
приближения определяется наличием ближнего
порядка, т.е. либо условием достаточно плотного
вещества, когда при разбиении вещества на ячей-
ки ВЗ в каждой из них находится один макроион
(например, для рассматриваемого случая сфери-
чески-симметричных ячеек

(1)

где R – радиус ячейки), либо условием того, что де-
баевская сфера много больше радиуса ячейки ВЗ:

 (более подробно при-
менимость последнего условия рассмотрена в [16]).

34 3 1,ZR nπ =
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Напряженность внутри ячейки имеет вид

(2)

где ni(r) – концентрация микроионов, имеющая
вид больцмановского распределения

(3)

где ni0 – концентрация микроионов на границе
ячейки, ϕ(r) – средний электростатический потен-
циал, создаваемый всеми частицами в ячейке ВЗ.
Связь среднего электростатического потенциала
и напряженности описывается как

(4)

Ячейка ВЗ является электронейтральной, по-
этому

(5)

Система уравнений (1)–(5) решается итераци-
онно с применением граничного условия ϕ(R) = 0
(см. подробнее [5, 6]). Также подобная система
решалась в работе [3], но результаты использова-
лись для других параметров системы.

Кулоновская энергия взаимодействия и ее по-
правка на неидеальность uex обезразмерены на
NmacrokT, где в ячейке ВЗ Nmacro = 1 (например,
uex = Uex/(kT), где Uex – размерная кулоновская
поправка на неидеальность для энергии взаимо-
действия). Безразмерная (удельная) кулоновская
поправка на неидеальность uex к энергии взаимо-
действия в ячейке ВЗ состоит из двух слагаемых

(6)
где uii – безразмерная энергия взаимодействия
микроионов ячейки друг с другом, uZi – безразмер-
ная энергия взаимодействия центрального макро-
иона с микроионами ячейки:

(7)

(8)

Существенное отличие в величине энергии вза-
имодействия в случаях учета и не учета эффекта не-
линейного экранирования продемонстрировано
в различных приближениях в работах [14–17]. В
частности, сравнивались результаты, полученные
в приближении Пуассона–Больцмана и линеари-
зованном (дебаевском) приближении.
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2. РАСЧЕТ ДАВЛЕНИЯ В СИСТЕМЕ 
С ПОМОЩЬЮ ВЫЧИСЛЕНИЯ 

СВОБОДНОЙ ЭНЕРГИИ СИСТЕМЫ
Как известно [20], свободная энергия F и энер-

гия взаимодействия U системы с объемом V и тем-
пературой T связаны как

Пусть f = F/(kT), u = U/(kT) – безразмерные
(удельные) свободная энергия и энергия взаимо-
действия, тогда

где f1(T1, V) – свободная энергия при температу-
ре T1.

Для кулоновских поправок на неидеальность
для свободной энергии fex и энергии взаимодей-
ствия uex можно записать аналогичное соотноше-
ние. С учетом (1) получаем

Для достаточно высокой температуры поправ-
ку на неидеальность для свободной энергии мож-
но считать равной поправке на неидеальность для
энергии взаимодействия [21]. Также в случае до-
статочно высокой температуры можно считать,
что распределение микроионов равномерное

(9)

а средний электростатический потенциал, созда-
ваемый центральным макроионом и микроиона-
ми в ячейке ВЗ, имеет вид

(см. подробнее [6]). С учетом (6)–(8) имеем

Давление в системе можно рассчитать следую-
щим образом:

(10)

Оно состоит из идеально-газовых вкладов мак-
ро- и микроионов и кулоновской поправки на не-
идеальность Pex:
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где концентрация идеального газа микроионов ni
выражается, как в (9). Введем безразмерное дав-
ление p = P/(nZkT) и безразмерную поправку на не-
идеальность для давления pex = Pex/(nZkT). Тогда

Дифференцирование по объему в (10) можно
заменить дифференцированием по концентра-
ции макроионов. С учетом (1) и того, что рассмат-
ривается система с постоянным зарядом макро-
иона Z и радиусом макроиона RZ, получаем

Результат численного расчета безразмерных
давления и кулоновской поправки на неидеаль-
ность для давления приведены на рис. 1. В каче-
стве достаточно высокой температуры выбрана
kT1 = 1 эВ. Линии 1 и 3 соответствуют температуре
0.06 эВ, линии 2 и 4 – 0.03 эВ. При малых концен-
трациях nZ размер ячейки огромный, а макроио-
нов и микроионов достаточно мало, и в результате
их поведение можно описать как идеальногазовое
(в этом случае безразмерное давление стремится к
(Z + 1)). Распределение микроионов можно счи-
тать равномерным. При сжатии ячейки вокруг мак-
роиона начинает наблюдаться некоторое “сгуще-
ние” облака микроионов. Можно представить, что
макроион вместе с микроионами этого облака об-
разует некоторую квазичастицу. Такие микроио-

( ) ex3 1 .
1 Z

Zp p
R R

= + +
−

ex
ex

( , )( , ) .Z
Z Z

Z T

f T np T n n
n

 ∂=  ∂ 

Рис. 1. Безразмерное давление p (1, 2) и безразмерная
кулоновская поправка на неидеальность для давле-
ния pex (3, 4) для различных температур при Z = 1000,
RZ = 1 мкм: 1, 3 – kT = 0.06 эВ; 2, 4 – 0.03; штриховая
линия – максимально возможная концентрация макро-
ионов, когда радиус ячейки равен радиусу макроиона.
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ны называются связанными, а остальные микро-
ионы, которые экранируют эту квазичастицу, на-
зываются свободными. Так как в данной работе
не рассматривается динамика установления рав-
новесия между связанными и свободными мик-
роионами, то в настоящих расчетах полагается,
что все связанные микроионы находятся в близ-
кой окрестности макроиона и их число меняется
при изменении параметров системы. Существует
несколько способов деления микроионов на сво-
бодные и связанные [2, 8, 16, 18, 19, 22]. В данной
работе свободными микроионами считаются те,
которые обладают той же концентрацией ni0, что
и на границе ячейки. Давление в системе опреде-
ляется свободными микроионами, а при увеличе-
нии экранирующего облака число свободных мик-
роионов уменьшается (суммарное число всех мик-
роионов при этом постоянно и равно Z), и их
концентрация ni0 падает (вследствие этого падает и
давление). При дальнейшем сжатии ячейки ее ра-
диус начинает стремиться к радиусу макроиона RZ,
и давление в ячейке начинает неограниченно воз-
растать. Вертикальная штриховая линия (рис. 1) со-
ответствует предельной концентрации макроио-
нов, при которой радиус ячейки достигает радиуса
макроиона. Как и ожидалось, давление в системе
является положительным во всем диапазоне кон-
центраций макроионов. Похожий результат полу-
чен в другом подходе [23] к проблеме давления в
системе пылевой плазмы во всем исследуемом
там диапазоне параметров.

Кулоновская поправка на неидеальность обу-
словлена в первую очередь притяжением проти-
воположно заряженных центрального макроиона
и микроионов в ячейке, поэтому должна иметь от-
рицательный знак. Как отмечено выше, при малых
концентрациях макроионов система имеет идеаль-
но-газовое поведение, но при повышении концен-
трации взаимодействие между частицами увеличи-
вается по абсолютной величине, и, как следствие,
поправка на неидеальность ведет себя аналогичным
образом. Когда радиус ячейки начинает стремить-
ся к радиусу макроиона, кулоновская поправка
начинает резко увеличиваться по абсолютной ве-
личине.

3. СПОСОБ РАСЧЕТА ДАВЛЕНИЯ 
В СИСТЕМЕ В ПРИБЛИЖЕНИИ 

СРЕДНЕЙ СФЕРИЧЕСКОЙ ЯЧЕЙКИ 
ВИГНЕРА–ЗЕЙТЦА

В данной работе рассматривается приближение
средней сферической ячейки ВЗ, причем ячейки,
на которые поделено все вещество плазмы, являют-
ся одинаковыми, электронейтральными, непрони-
цаемыми, не взаимодействующими и не коррели-
рующими друг с другом. Более того, используемое в
работе приближение ПБ не учитывает корреляции
между микроионами. В этом случае можно ис-

пользовать способ вычисления давления, кото-
рый описан в данном разделе.

Сделано предположение, что давление в си-
стеме определяется в первую очередь тем давле-
нием, которое создается свободными микроионами
системы (с учетом того определения свободных
микроионов, которое приведено в разделе 2). Можно
рассматривать свободные микроионы как идеаль-
ный газ, т.е. их давление равно ni0kT. Проблема учета
вклада макроионов в давление в рассматриваемой
системе схожа с аналогичной проблемой в системе
плотного горячего вещества в рамках модели Тома-
са–Ферми ([24–29], в частности, вклад ядер как
идеального газа рассмотрен в [25, 26], как отталки-
вание в модели однокомпонентной плазмы – в [27],
как отталкивание однокомпонентной плазмы заря-
женных твердых шаров – в [28, 29]). Здесь предпо-
лагается, что вклад макроионов много меньше
вклада от микроионов, поэтому для безразмерного
давления можно записать

(11)

при этом концентрация ni0 рассчитывается чис-
ленно, как указано в разделе 1.

На рис. 2 показаны изотермы, рассчитанные по
алгоритму, описанному в разделе 2, а также изотер-
мы, рассчитанные по формуле (11) и обозначенные
полыми кружками. Видно, что изотермы для оди-
наковых температур, рассчитанные указанными
двумя способами, практически совпадают. Это
дает право утверждать, что в модели средней
ячейки ВЗ для расчета давления рассматриваемой
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Рис. 2. Безразмерное давление в системе, рассчитан-
ное двумя способами при Z = 1000, RZ = 1 мкм: 1a,
1b – kT = 0.06 эВ; 2a, 2b – 0.03; 1а, 2а – расчет по ал-
горитму, описанному в разделе 2; 1b, 2b – по алгорит-
му раздела 3; штриховая линия – максимально воз-
можная концентрация макроионов, когда радиус
ячейки равен радиусу макроиона.
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системы можно применять не более сложный чис-
ленный метод, описанный в разделе 2, а более про-
стой алгоритм, описанный в данном разделе.

4. ИЗОТЕРМИЧЕСКАЯ СЖИМАЕМОСТЬ 
СИСТЕМЫ С УЧЕТОМ ЭФФЕКТА 

НЕЛИНЕЙНОГО ЭКРАНИРОВАНИЯ
Изотермическая сжимаемость системы опре-

деляется как

Она является положительной, если

что соответствует одному из дифференциальных
условий термодинамической устойчивости [20].
С учетом (1) это условие можно переписать в виде

Таким образом, можно рассчитать знак ука-
занной производной в приближении средней
сферической ячейки ВЗ для рассматриваемой си-
стемы. На рис. 3 показано, что изотермическая
сжимаемость системы для двух температур, при-
водимых на предыдущих рисунках, во всем до-
ступном диапазоне концентраций является поло-
жительной. Также в другом подходе [23] изотерми-
ческая сжимаемость пылевой плазмы получилась
положительной для всего рассмотренного там диа-
пазона параметров.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе изучалось влияние учета эф-
фекта нелинейного экранирования макроионов в
высоко зарядово-асимметричной комплексной
плазме на ее уравнение состояния. Интерес к этой
проблеме обусловлен тем, что ранее [12, 13] в
уравнениях состояния работ [9, 10] было выявле-
но существование обширных зон отрицательно-
сти давления и сжимаемости плазмы, что рас-
сматривалось в качестве вероятной возможности
реализации фазового расслоения в плазме ука-
занных параметров.

Результаты настоящих расчетов не подтвер-
ждают выводы работ [12, 13], сделанных на осно-
вании использования уравнений состояния [9, 10],
о наличии заметных зон отрицательности давления
и сжимаемости плазмы в исследованной области
параметров. По мнению авторов настоящей рабо-
ты, главная причина обсуждаемого различия в ре-
зультатах расчета уравнения состояния в настоя-
щей работе и в статьях [9, 10] заключается в том, что
в [9, 10] для описания корреляций макро- и микро-
ионов использовалось линеаризованное приближе-
ние Дебая–Хюккеля, в то время как в настоящей
работе учтен эффект нелинейности указанных кор-
реляций в рамках приближения Пуассона–Больц-
мана. Кроме того, в настоящей работе также учте-
но влияние конечного радиуса макроионов (на-
личие “собственного объема”).

Вместе с тем подход данной работы в решении
поставленной задачи учета эффекта нелинейного
экранирования в уравнении состояния ограничен
использованием приближения средней ячейки
Вигнера–Зейтца совместно с бескорреляционным
приближением Пуассона–Больцмана. При таком
подходе давление системы всегда остается поло-
жительным. Известно, что для проявления физи-
ческого механизма эффективной энергии связи в
таких системах необходимо выйти за пределы при-
ближения средней ячейки Вигнера–Зейтца, что
рассматривается авторами данной работы как цель
продолжения настоящего исследования. Соответ-
ственно, в настоящий момент вопрос о наличии
или отсутствии фазовых переходов типа газ–жид-
кость в изучаемой низкотемпературной высоко за-
рядово-асимметричной комплексной плазме оста-
ется открытым.
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