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ВВЕДЕНИЕ
Поведение однородной и изотропной плаз-

менной системы в слабом внешнем электромаг-
нитном поле полностью определяется [1] тензо-
ром диэлектрической проницаемости

где  и  – соответственно продоль-
ная и поперечная диэлектрические проницаемости
(ДП). Зависимости от волнового числа k и частоты
ω, определяющие пространственную и частотную
дисперсии функций  и , различны.
Это приводит к соответствующим (продольным и
поперечным) вкладам в коллективные потери
при движении потока быстрых заряженных ча-
стиц в плазме [2] и поверхностный импеданс по-
луограниченной плазмы [3]. При этом продоль-
ная ДП  однозначно определяет среднюю
энергию электростатического взаимодействия за-
ряженных частиц в плазме [4], в то время как по-
перечная ДП  – магнитные свойства [5,
6] и характеристики равновесного излучения в
плазме [7]. Только в длинноволновом пределе
(k → 0) продольная и поперечная ДП совпадают [1]:

. Величина  ис-
пользуется при исследовании оптических свойств
плазменных систем на основе формул Френеля [8].

В максвелловской плазме электроны не вы-
рождены в силу условия T  eF, где  – температура

плазмы в энергетических единицах,  –

энергия Ферми,  – волновой вектор
Ферми для системы электронов массы m со сред-
ней плотностью числа частиц n. В случае слабого
взаимодействия между электронами проводимо-
сти и ионами в качестве важного исходного при-
ближения широко применяется модель электрон-
ной жидкости (однокомпонентной электронной
плазмы), которая представляет собой квантовую
систему электронов, находящихся в компенсиру-
ющем фоне ионов [9]. Исследованию продольной
ДП вырожденной и невырожденной электронной
плазмы уделяется большое внимание, что обуслов-
лено, прежде всего, ее связью с термодинамически-
ми свойствами металлов и плазмы [10–13]. Отме-
тим, что рассмотрение поперечной диэлектриче-
ской проницаемости (ПОДП) электронной плазмы
фактически ограничивалось случаем идеального
электронного газа, хотя исследованию магнит-
ных свойств уделялось значительное внимание
(см. [9] и цитируемую там литературу). При опре-
делении ПОДП идеальной электронной плазмы
для описания воздействия внешнего поля можно
использовать гамильтониан

(1)

представленный в формализме вторичного кванто-
вания. Здесь  и  – полевые операторы рож-
дения и уничтожения электрона;  – опера-
тор импульса электрона, который характеризует-
ся зарядом e; A(ext) и ϕ(ext) – соответственно
векторный и скалярный потенциалы внешнего
поля, изменяющиеся во времени и пространстве;
c – скорость света. В рассматриваемом нереляти-

tr
2 2( , ) ( , ) ( , ) ,l k k k k

k k
k k
α β α β

αβ αβ
 ε ω = ε ω + ε ω δ − 
 

k

( , )l kε ω tr( , )kε ω

( , )l kε ω tr( , )kε ω

( , )l kε ω

tr( , )kε ω

tr

0 0
lim ( , ) lim ( , ) ( )l

k k
k k

→ →
ε ω = ε ω = ε ω ( )ε ω

@ T
2 2

F F /2e k m= 

= π2 1/3
F 3( )k n

( )2
(ext) (ext) 3

0
1ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ,

2
eH e d

m c
+  = ψ − + ϕ ψ 

  r p A r r

ˆ ( )+ψ r ˆ( )ψ r
ˆ i= − ∇p 

УДК 533.9



ТЕПЛОФИЗИКА ВЫСОКИХ ТЕМПЕРАТУР  том 61  № 4  2023

ПОПЕРЕЧНАЯ ДИЭЛЕКТРИЧЕСКАЯ ПРОНИЦАЕМОСТЬ 493

вистском приближении используется кулоновская
калибровка для векторного потенциала: divA(ext) = 0.
Гамильтониан (1) применяется для явного аналити-
ческого вычисления ПОДП слабонеидеальной вы-
рожденной (начиная с известной работы Лин-
дхарда [14]) и невырожденной [3, 4] электронной
плазмы как в рамках метода кинетического урав-
нения (см., например, [15–17] и цитируемую там
литературу), так и на основе теории линейного
отклика [18, 19]. Однако применение гамильто-
ниана (1) возможно только при рассмотрении
плазменных систем, состоящих из частиц, не име-
ющих спина (см., например, [20, 21] и цитируе-
мую там литературу). На это было указано уже в
работе Линдхарда [14], где дан способ учета спина
для частиц плазмы при вычислении ПОДП вы-
рожденного электронного газа. Однако результи-
рующие аналитические выражения для ПОДП
бесстолкновительной электронной плазмы с яв-
ным учетом спина электрона осуществлены лишь
недавно [22, 23].

Частицы со спином обладают также определен-
ным “собственным” магнитным моментом [24], ко-
торому отвечает оператор  пропорцио-
нальный оператору спина , где s – величина спина
частицы, а μ – характерная для частицы постоян-
ная. Собственный магнитный момент электрона,
который характеризуется спином s = 1/2, равен
‒μB, где  – магнетон Бора. Таким
образом, вместо гамильтониана (1) следует ис-
пользовать оператор

(2)

где H(ext) = rotA(ext) – напряженность внешнего
магнитного поля [25]. При этом гамильтониану (2)
соответствует следующий оператор плотности
электронного тока [24, 25]:

Здесь  – плотность электронного тока,
обусловленного наличием внешнего электромаг-
нитного поля; – плотность электронного то-
ка без явного учета спина электрона, которая со-
ответствует гамильтониану (1);  – плотность
электронного тока, связанного с наличием спина
у электрона. Другими словами, при вычислении

= μˆˆ / ,sμ s
ŝ
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ПОДП необходимо не только учитывать эффекты
квантовой статистики, которые определяются зна-
чением спина, но и принимать во внимание сам
факт наличия спина, который характеризует взаи-
модействие электрона с внешним магнитным по-
лем. Наличие спина у частиц плазмы приводит к ка-
чественным нелинейным эффектам в квантовой
плазме (см. подробнее [26]).

В настоящей статье полученные в работах [22,
23] аналитические выражения для ПОДП бесстолк-
новительной плазмы, учитывающие собственный
магнитный момент электрона, обобщаются на слу-
чай столкновительной плазмы с использованием не
зависящей от импульса частоты электронно-ион-
ных столкновений. Такое обобщение является мо-
дельным, однако позволяет получить в явном
аналитическом виде ПОДП при наличии частот-
ной и пространственной дисперсии.

ПОПЕРЕЧНАЯ ДИЭЛЕКТРИЧЕСКАЯ 
ПРОНИЦАЕМОСТЬ В ПРИБЛИЖЕНИИ 

БХАТНАГАРА–ГРОССА–КРУКА
Как известно, приближение постоянной ча-

стоты столкновений широко используется для
электронно-атомных столкновений в кинети-
ческой теории (интеграл столкновений Бхатнага-
ра‒Гросса‒Крука, см., например, [3]). В работах
[27, 28] было достигнуто хорошее совпадение с
экспериментальными данными по оптическим
свойствам плазмы с параметром неидеальности

 при использовании модельной
не зависящей от импульса частоты столкновений
уже в простейшем приближении Друде.

Очевидное обобщение выражений для бесстолк-
новительной ПОДП [23] при учете электронно-
ионных столкновений с частотой ν для произволь-
но вырожденной плазмы записывается в виде

(3)

(4)

(5)

Здесь  – плазменная
частота,  fa(p) = {exp[(ea(p) – ζa)/T] + 1}–1 – функция
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МАСЛОВ и др.

распределения Ферми‒Дирака,  –
энергетический спектр свободного заряда, ζa –
химический потенциал свободных частиц сорта a
плазмы. Величина ζa определяется из условия

нормировки . Легко

показать, что при использовании гамильтониана (1)
в выражении (3) для поперечной ДП  бу-
дет отсутствовать функция .

Переходя к рассмотрению максвелловской
плазмы, запишем

где Λа – длина волны де Бройля для частиц сорта а.
Используя в (4) и (5) цилиндрическую систему
координат с осью z, при которой k = kez, pz = p1
вдоль k, получаем

Далее введем в рассмотрение безразмерные пе-
ременные

так что ПОДП  (3) принимает вид
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где ua определено равенством ; в
частности, для электронов ue = 1, а для протонов
up = 2.79.

Интегрирование в (6) позволяет выразить
ПОДП через интеграл вероятностей w(z) от ком-
плексного аргумента:

(7)

где для табулированной функции w(z) справедли-
во интегральное представление

Для плазмы с za = ze = 1 условие квазинейтраль-
ности имеет вид na = ne (индекс a относится к ионам,
а e – к электронам), и можно получить 

.

Обозначая далее Гe = Г, ηe = η и полагая sa =
= 1/2, запишем (7) в виде

(8)

Для электронного газа N → +0 и уравнение (8)
переходит в известный результат [23]
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На рис. 1–3 представлены графики для дей-
ствительной и мнимой частей ПОДП в соответ-
ствии с (8).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Полученные результаты могут быть использо-

ваны для описания имеющихся экспериментов
по статической и оптической проводимости плаз-
менных систем, а также при расчетах спектраль-
ной плотности энергии равновесного излучения
[7, 29]. При наличии плазмы спектральная плот-
ность полностью определяется видом ПОДП.

Авторы благодарны Ю.А. Грибову за полезные
обсуждения и замечания. Данная работа выполнена
при финансовой поддержке Министерства науки и
высшего образования РФ (соглашение с ОИВТ РАН
№ 075-15-2020-785 от 23 сентября 2020 г.).
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Рис. 1. Зависимость Reεtr(Y,W) от W при Г = 0.01, η =
= 0.1, Y = 0.1 для N = 0.1 (1) и 10 (2).
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Рис. 2. Зависимость Reεtr(Y,W) от W при Г = 0.01, η =
= 0.1, Y = 0.1 для N = 0.1 (1), 0.5 (2) и 10 (3).
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Рис. 3. Зависимость Imεtr(Y,W) от W при Г = 0.01, η =
= 0.1, Y = 0.1 для N = 0.1 (1), 0.2 (2) и 0.3 (3).
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