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трации, много меньше высоты аппарата. С использованием малого параметра строится разложение 
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ВВЕДЕНИЕ
Процесс сверхкритической флюидной экс-

тракции (СФЭ) применяется для извлечения 
ценных натуральных соединений из раститель-
ного сырья [1–4] и  основан на использовании 
CO2 в  сверхкритическом состоянии в  качестве 
растворителя. Рабочие термодинамические па-
раметры процесса превосходят соответствующие 
значения критической точки фазовой диаграм-
мы. Для CO2 это давление P = 7.38 МПа и темпе-
ратура T = 304.13 K [5]. В сверхкритической обла-
сти наблюдается сильное увеличение плотности 
и  растворяющей способности экстрагента. Про-
никающая способность также остается высокой, 
сравнимой с таковой для газов в обычных услови-
ях [6]. Отделение экстракта от растворителя про-
исходит путем сброса давления. Таким образом, 
конечный продукт безвреден для человека, так 
как не содержит остатков вредных органических 
растворителей, применяемых в  классических 
экстракционных схемах [7–9].

Технология СФЭ заметно превосходит тради-
ционные способы экстракции по качеству полу-
чаемого продукта, в  большей степени соответ-
ствует современным экологическим стандартам 

и оказывается более экономичной [1]. Это вызы-
вает повышенный интерес к теоретическому ис-
следованию процессов СФЭ из измельченного 
растительного сырья. Адекватная схематизация, 
учитывающая основные механизмы экстракции 
и  наблюдаемые эффекты, позволит предсказы-
вать динамику процесса и  оценивать себестои-
мость конечного продукта, сделает возможным 
экономическое обоснование СФЭ.

Одно из применений СФЭ технологии – экс-
тракция триацилглицеридов (масла) из семян 
высокомасличного сырья, например подсолнеч-
ника, рапса, тыквы и др. [10–15]. СФЭ осущест-
вляется из молотого сырья, помещенного в  ци-
линдрический аппарат кругового сечения, где 
формируется стационарный зернистый слой. Че-
рез него прокачивается растворитель (экстрагент) 
при известном объемном (массовом) расходе. 
Экстрагент пропитывает сырье, растворяет в се-
бе масло и выносит его к выходному сечению ап-
парата [3, 4]. Традиционно расход растворителя 
фиксируется постоянным во времени. Влияние 
переменного расхода на динамику процесса из-
учается преимущественно теоретически [16–18].

Зернистый слой, как правило, считается моно-
дисперсным [15, 19–21]. Модель, описывающая 
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баланс массы целевых соединений в растворе при 
фильтрации в  порах зернистого слоя, так назы-
ваемая внешняя подзадача, содержит источни-
ковый член – плотность массового потока масла 
с поверхности частиц. В свою очередь, аналити-
ческое выражение для потока является результа-
том решения внутренней подзадачи. Она описы-
вает массоперенос в масштабах индивидуальной 
частицы и  часто формулируется на основе при-
ближения сужающегося ядра (SC – shrinking core) 
[20, 22–25]. В рамках такого представления в зер-
не выделяются внутренняя маслосодержащая 
зона (ядро) и периферийная транспортная зона. 
Радиус ядра уменьшается со временем за счет 
диффузионного выноса содержащегося в  ядре 
масла через выработанную транспортную зону 
в поровое, межзеренное пространство. Удельное 
содержание масла в  ядре остается постоянным. 
Процесс извлечения масла из зерна заканчивает-
ся, когда радиус ядра обращается в нуль.

Применение SC‑модели к  расчету процессов 
экстракции масла из семян различных маслич-
ных культур (см., например, цитированные выше 
работы) показывает, что схема сужающегося ядра 
в  целом верно описывает динамику извлечения 
масла из частиц зернистого слоя.

Однако в ряде экспериментов [23, 26–28] на-
блюдается явно выраженный двухстадийный ха-
рактер экстракции с высоким начальным темпом 
извлечения и последующим резким замедлением 
выхода масла. Такое резкое изменение динамики 
СФЭ принято связывать с  полидисперсностью 
зернистого слоя [29–32].

Однако существуют и  другие макромасштаб-
ные факторы, способные приводить к  неравно-
мерному характеру СФЭ. Их влияние на экстрак-
цию изучено в меньшей степени. Прежде всего, 
в  пористых средах это так называемый эффект 
“пальцеобразования”. Он возникает при замеще-
нии смешивающихся (либо несмешивающихся) 
жидкостей с разными вязкостями и плотностями 
[33–37]. Впервые экспериментально эффект был 
продемонстрирован в работе [38]. Явление доста-
точно подробно изучено в  лабораторных усло-
виях и теоретически [35, 37, 39]. Однако во мно-
гих прикладных процессах проблема контроля 
и управления пальцеобразованием остается нере-
шенной [40–44].

Одним из механизмов образования пальцев 
является наличие градиентов вязкости. В случае 
смешивающихся жидкостей речь идет о  филь-
трации раствора с  переменной концентрацией. 
Основной причиной гидродинамической не
устойчивости становится зависимость вязкости 
раствора от локальной концентрации фильтрую
щегося флюида. Следовательно, варьируется 
“обобщенная” проницаемость засыпки, пред-

ставленная отношением абсолютной проницае-
мости к вязкости раствора.

В  условиях СФЭ явление осложняется мас-
сообменом между раствором и  стационарным 
зернистым слоем [45–47], в  результате которого 
масло переходит из твердой стационарной фазы 
в подвижную фазу фильтрующегося растворите-
ля и  изменяет его компонентный состав. Таким 
образом, режимы экстракции отвечают случаю 
смешивающихся жидкостей, когда единственная 
подвижная фаза представлена многокомпонент-
ным раствором.

В  рассматриваемых условиях в  аппарате-
экстракторе образуется узкий фронт между дву-
мя зонами экстракции. На нем локальная кон-
центрация растворенных соединений падает 
вверх по течению от максимального значения, 
отвечающего насыщенному раствору, до нуле-
вого, соответствующего чистому растворителю. 
Уменьшаются плотность и  вязкость раствора. 
Это приводит к неустойчивости плоского фронта 
(черная кривая на рис. 1), к образованию “паль-
цев” и прорывам отдельных струй фильтрующе-
гося растворителя. Амплитуда пальцев увеличи-
вается со временем.

При пересечении пальцами выходного сече-
ния аппарата наблюдаемая динамика накопления 
масла сильно замедляется, так как (а) расход рас-
творителя через пальцы выше и (б) по ним филь-
труется растворитель, близкий к чистому.

0

L

zСO2

Рис. 1. Вертикальное сечение цилиндрического аппа-
рата. Схематично изображена граница раздела насы-
щенной и ненасыщенной области в разные моменты 
времени (черная жирная линия). Изначально пло-
ский фронт движется вверх вдоль оси z.
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Классические подходы [48–54] к  описа-
нию экстракции рассматривают ее “в среднем”, 
в предположении однородности характеристик по 
сечению аппарата [20, 33, 55, 56]. Соответствую
щие одномерные формулировки моделей СФЭ 
только вдоль одной осевой пространственной ко-
ординаты z (см. рис. 1), очевидно, не могут учесть 
неустойчивость процесса вытеснения.

В  данной работе предпринимается попытка 
исследования влияния пространственной неод-
нородности свойств фильтрующего раствора на 
процессы экстракции. Изначально задача, опи-
сывающая СФЭ из высокомасличного сырья, 
формулируется в  двумерной осесимметричной 
постановке. При этом последовательный учет 
специфики условий СФЭ позволяет добиться су-
щественного упрощения общей модели. В резуль-
тате снижается размерность задачи, упрощается 
ее анализ при сохранении достаточной общности 
описания процесса. Новая формулировка позво-
ляет учесть нелинейность поля давления, вызван-
ную перепадом вязкости раствора в  зернистом 
слое. На основе полученных уравнений исследу-
ется влияние параметров процесса, а именно дис-
персии, вязкости, объемного расхода и размеров 
аппарата, на динамику развития фронта вытесне-
ния насыщенного раствора.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Уравнения фильтрации в зернистом слое
Пусть L – высота и R – радиус аппарата, φ – 

пористость зернистого слоя в  колонке аппарата 
со среднеобъемным радиусом частиц a в сфери-
ческом приближении. Введем время t ≥ 0 и про-
странственную координату 0 ≤ z ≤ L, отсчитыва-
емую от входного сечения вдоль оси экстрактора. 
Векторное поле скорости фильтрации флюида 
обозначим через v. В сечении аппарата определим 
полярную систему координат, где 0 ≤ α ≤ 2π – по-
лярный угол, и 0 ≤ r ≤ R – радиальная координата.

Смесь экстрагируемых целевых компонентов 
(масло) рассматривается в  однокомпонентном 
приближении. Определим массовую плотность 
(концентрацию) масла 0 ≤ c ≤ 1 в сверхкритиче-
ском флюиде в  поровом пространстве, норми-
рованную на предельную совокупную плотность 
θ* соединений, растворенных в  CO2 при задан-
ных давлении и  температуре. Отношение массы 
начальных запасов масла в  частице к  ее объему 
будем обозначать через θ0. Параметры θ* и θ0 яв-
ляются эффективными, характеризуют сырье 
и определяются в ходе адаптации модели.

При типичных условиях экстракции плотность 
экстрагента ρf > 800 кг·м‑3. Характерные значения 
массовой плотности θ* имеют порядок 10 кг·м‑3 и не 

превышают 30  кг·м‑3 [27, 31]. Таким образом, от-
носительные изменения плотности раствора в ус-
ловиях СФЭ не превосходят 4% и ими можно пре-
небречь. Будем также считать, что размер a частиц 
и пористость φ не изменяются в процессе экстрак-
ции. Растворитель фильтруется с постоянным объ-
емным расходом и вместе с масляной компонентой 
образует двухкомпонентную фазу раствора.

В этих условиях поле скорости v удовлетворяет 
уравнению неразрывности:
	 ∇ ⋅ =v 0. 	 (1)

С учетом закона Дарси:

	 v = − ∇
k

p
µ

α, 	 (2)

для определения поля p давления получим эл-
липтическое уравнение:

	 ∇⋅ ∇






 =

k
p

µ
α0.	 (3)

Здесь μ(с) – вязкость раствора, k = const – прони-
цаемость зернистого слоя.

Баланс массы соединений, растворенных в экс-
трагенте, в поровом пространстве аппарата опре-
деляется конвективным переносом, межфазным 
массообменом, а также дисперсионными эффек-
тами  – процессами молекулярной и  конвектив-
ной диффузии в поровом пространстве зернисто-
го слоя [25, 29, 57, 58]. Уравнение баланса массы 
масла, растворенного во флюиде, принимает вид:

	 ϕ
χ∂

∂
+ ∇ ⋅ ( )− ∆ =

∂
∂

c
t

c D c
t

v . 	 (4)

Здесь D  – коэффициент дисперсии (конвектив-
ной диффузии), χ  – объемная плотность масла, 
находящегося в  частицах сырья и  нормирован-
ная на θ*. Слагаемое в правой части выражает ин-
тенсивность межфазного массообмена, которая 
определяется внутренней моделью массоперено-
са на уровне отдельной частицы.

Уравнение (4) дополняется граничными усло-
виями отсутствия массового потока на стенке ап-
парата, r = R, и ограниченности решения на оси 
симметрии, r = 0. Вместе с условием не протека-
ния получим:

	 nw c r
c
r

R⋅ ∇ ≡ = =
∂
∂

0 0, , . 	 (5)

Здесь nw  – единичный вектор, направленный 
по радиусу аппарата, внешняя нормаль к стенке 
аппарата.

Уравнения баланса массы в частице
Частицы измельченного сырья имеют харак-

терный размер порядка 1 мм. Они включают по-
рядка 103–105 биологических клеток. Такое коли-
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чество клеток позволяет при описании процессов 
массопереноса в  частицах использовать макро-
континуальный подход, основанный на введении 
понятий взаимодействующих и  взаимопрони-
кающих сред [57, 59, 60]. В зависимости от вида 
сырья форма частиц зернистого слоя может быть 
различной. Далее, ограничимся рассмотрением 
типичного случая модели ансамбля частиц сфе-
рической формы с высоким содержанием масла 
при θ0 >> θ* в предположении сферической сим-
метрии полей характеристик процесса экстрак-
ции в масштабах частиц.

Извлекаемое масло запасено в  клетках [61], 
которые окружены плазмалеммой (клеточной 
мембраной). Из клеток растворенное масло че-
рез плазмалемму попадает в окружающие их кле-
точные стенки и  межклеточное пространство 
(апопласт) [24]. Апопласт и  межклеточное про-
странство играют роль транспортных каналов, по 
которым масло диффундирует против градиен-
та концентрации к поверхности частицы. Будем 
считать, что массоперенос масла по транспорт-
ным каналам осуществляется по закону Фика 
с соответствующим эффективным коэффициен-
том диффузии Deff. Эффекты сорбции [20, 51, 62] 
для масличных культур несущественны и далее не 
рассматриваются.

Основное диффузионное сопротивление 
в процессах массопереноса в частицах маслично-
го сырья обусловлено диффузией по транспорт-
ным каналам [32, 63]. В  условиях высокого со-
держания масла общие уравнения баланса массы 
в частицах допускают асимптотическое разложе-
ние по малому параметру Θ ≡ θ*/θ0 << 1 [24, 64]. 
Это, в свою очередь, приводит к модели сужаю-
щегося ядра [16, 17] и предполагает наличие в ча-
стице узкого диффузионного фронта. Он разделя-
ет внутреннее маслосодержащее ядро и внешнюю 
транспортную зону, где существует только рас-
творенное масло. В ядре содержание масла в рас-
тительных клетках равно θ0, раствор имеет равно-
весную концентрацию θ*. В  транспортной зоне 
масло в  клетках полностью выработано, а  кон-
центрация раствора изменяется от θ* на подвиж-
ной границе ядра до меньшего значения сθ* на 
поверхности частицы. Перепад концентраций 
θ*(1–c) является движущей силой диффузионно-
го транспорта масла в процессе экстракции.

Определим объемную долю 0 ≤ s ≤ 1 частицы, 
занятую транспортной зоной. Тогда объемная до-
ля 1–s частицы занята маслосодержащим ядром 
и по определению:

	 ∂
∂
≡ −( ) ∂

∂
=
−χ

ϕ
θ
θ

χ
ϕ

t
s
t

s1
10

*
, .

Θ
	 (6)

Микромасштабная (внутренняя) модель сужаю-
щегося ядра определяет плотность источников 

масла на макромасштабном уровне описания 
процесса – в масштабах аппарата:

	 ∂
∂

( ) ( ) −( )= −
χ

ϕ
t

s c
D

a

eff1
6

1
2

Λ . 	 (7)

Эффективный коэффициент массоотдачи Λ 
транспортной зоны характеризует форму частиц, 
зависит от степени истощения s и  для сфериче-
ских частиц имеет вид [17]:

	 0 1
0 5 1

1 1

1 3

1 3
≤ ≤ =

−

− −
s s

s

s
: ( )

. ( )

( )
.

/

/
Λ 	 (8)

Отметим, что производная ∂χ/∂t неотрица-
тельна и равна нулю тогда и только тогда, когда 
с = 1 либо s = 1.

ХАРАКТЕРНЫЕ МАСШТАБЫ 
ПРОЦЕССА

Развитие процесса в масштабах аппарата
Рассмотрим вначале основные этапы экстрак-

ции в  одномерном приближении, когда осред-
ненные по сечению аппарата характеристики 
зернистого слоя, c и s, зависят только от времени 
t и  одной пространственной координаты z. Для 
простоты изложения, в соответствии с результа-
тами работ [23, 27, 31, 58, 65], будем пренебрегать 
эффектами дисперсии, полагая D = 0.

На вход в аппарат поступает чистый раствори-
тель, и концентрация масла c = 0. В течение пер-
вого этапа экстракции вырабатываются частицы 
вблизи входного сечения аппарата. При этом урав-
нения (6)–(8) допускают аналитическое решение 
[24]. В результате подстановки c = 0 в уравнение (7) 
оно принимает вид уравнения с разделяющимися 
переменными s и  t. Интегрированием на отрезке 
0 ≤ s ≤ 1 при соответствующем изменении времени 
0 ≤ t ≤ ta с учетом уравнения (6) найдем характер-
ное время ta =  t(s = 1) выработки одной частицы:

	 t a
a
Da

eff
( ) .=

1
6

2

Θ
	 (9)

Здесь Θ  =  θ*/θ0  – параметр, характеризующий 
масличность сырья. Сырье, характеризующееся 
значениями Θ << 1, называется высокомаслич-
ным.

При t  >  ta реализуется второй этап процесса, 
когда сформировавшаяся зона выработки начи-
нает двигаться внутри экстрактора. На этом этапе 
в аппарате можно выделить три зоны. Первая зо-
на – зона истощения, 0 ≤ z ≤ z–(t) – расположена 
у входного сечения аппарата. Здесь частицы пол-
ностью выработаны, s ≡ 1 и c ≡ 0. Вторая зона – 
зона выработки, z–(t) ≤ z ≤ z+(t) – движется вдоль 
оси аппарата с некоторой скоростью ω и содержит 
частицы, в которых еще существует не извлечен-
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ное масло, 0 < s < 1. В третьей зоне – зоне насыще-
ния, z+(t) ≤ z ≤ L – движется насыщенный раствор, 
c ≡ 1, и экстракция масла из частиц еще не нача-
лась, s ≡ 0. Таким образом, после формирования 
зоны выработки, при t > ta зависимости c и s пред-
ставляют решение вида бегущей волны [23, 58].

При умеренных значениях коэффициента 
дисперсии D > 0, характерных для условий СФЭ, 
картина процесса экстракции существенно не из-
меняется: в первой зоне c близко к 0, а в третьей 
зоне c ≈ 1 [29].

Ширина зоны выработки
В дальнейшем основное внимание будет скон-

центрировано на изучении размеров зоны вы-
работки и ее динамики в аппарате. Так, в одно-
мерном приближении функция z+(t) определяет 
мгновенное положение плоской границы раздела 
между зоной экстракции, где 0 < s ≤ 1, и областью 
частиц, насыщенных маслом, где s ≡ 0.

Ширину zsc  ~  z+  – z– зоны выработки мож-
но определить как произведение характерного 
времени ta истощения индивидуальной части-
цы и скорости движения фронта ω. В работе [29] 
установлено, что при типичных условиях СФЭ из 
высокомасличного сырья скорость ω составляет:

	 ω
ϕ

=
−
+ ( )v

Θ
Θ

1
2O . 	 (10)

Таким образом, из уравнения (9) следует:

	 z
va

Dsc
eff

=
−( )

2

6 1 ϕ
.

Отношение

	 t
L L

vsc = ≡
−

ω
ϕ1

Θ
,

характеризует время прохождения зоны выработ-
ки через аппарат. При типичных условиях экс-
тракции оно имеет тот же порядок, что и  время 
полной экстракции, полного истощения масла 
в зернистом слое.

Оценим отношение высоты аппарата к шири-
не зоны выработки:

	 Ξ = = −( ) ≡
L

z

LD

va

t
tsc

eff sc

a
6 1

2
ϕ .

При характерном размере частиц зернистого слоя 
a  ~  0.5×10–3  м, высоте промышленного аппара-
та L  ~  10  м, скорости фильтрации v  ~  10–5 м·с–1 
и коэффициенте диффузии Deff ~ 10–10–10–12 м2с–1 
получаем диапазон значений η ~ 101–103. Таким 
образом, ширина зоны выработки мала, по срав-
нению с высотой аппарата. То же относится и ко 
времени ta первого этапа экстракции, которое ма-
ло, по сравнению со временем экстракции зерни-
стого слоя.

Выполненные оценки показывают, что в пер-
вом приближении допустима упрощенная, 
предельная схематизация процесса СФЭ при 
z–(t) → z+(t), когда в масштабах аппарата-экстрак-
тора зона (2) выработки рассматривается как по-
верхность М раздела между зоной (1) истощения 
и зоной (3) насыщения. Далее анализируется ди-
намика этой поверхности в процессе фильтрации 
растворителя через зернистый слой в двумерном 
приближении, с учетом зависимости от радиаль-
ной координаты r.

ДИНАМИКА ПОВЕРХНОСТИ РАЗДЕЛА

Разложение пограничного слоя
В  общем случае поверхность раздела M не 

остается плоской [34, 35]. В цилиндрической си-
стеме координат в осесимметричном приближе-
нии она задается функцией z+ = g(r, t). Выведем 
уравнение, которое определяет функцию g(r, t) с 
учетом особенностей процесса СФЭ на основе 
балансовых соотношений (4) и (7).

Выберем произвольную точку r0 = (r, z+) на по-
верхности вращения в некоторый момент времени 
t. Ее положение является функцией криволиней-
ной координаты τ, определенной на поверхности 
z+, и времени, r0 = r0(τ, t). В каждый момент вре-
мени t обозначим через n(r0) единичную нормаль 
к  поверхности, внешнюю по отношению к  зоне 
истощения, а  через N(r0)  – нормальную компо-
ненту скорости движения поверхности разрыва 
M в  точке r0. Пусть λ  – нормальная координа-
та к  поверхности разрыва в  окрестности точки 
r0. Причем λ  >  0 отвечает насыщенной области, 
а λ < 0 – зоне истощения. Таким образом, опреде-
лена двумерная, осесимметричная ортогональная 
криволинейная система координат (λ, τ) в окрест-
ности точки r0.

Узкая приграничная область λ ~ z– – z+ → 0– – 
зона выработки – является пограничным слоем. 
По его толщине пространственные распределе-
ния c и  s претерпевают резкое изменение в  ин-
тервале принимаемых значений [0; 1] в отличие 
от двух остальных зон в  аппарате (истощения 
и  насыщения), где эти функции изменяются 
плавно [66].

Запишем радиус вектор r = (x, y, z) произволь-
ной фиксированной точки пространства с коор-
динатами в лабораторной декартовой системе ко-
ординат через радиус вектор некоторой точки r0 
на поверхности M и вектора вдоль нормали, по-
строенной из этой точки:
	 r r n= +0 λ . 	 (11)
Со временем поверхность M движется и  дефор-
мируется. Соответственно этому движению из-
меняются r0 и λ, отвечающие выбранной точке r. 
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В малой окрестности, λ ~ z– – z+, поверхности раз-
рыва представление (11) единственно.

В системе координат (λ, τ), движущейся вместе 
с границей раздела, будем искать c = c(λ) и s = s(λ). 
Соответствующая замена переменных в  уравне-
ниях (4) и (7) производится по следующей схеме. 
Вычислим полную производную уравнения (11) 
по времени:

	 0 0 0≡
∂
∂

∂
∂

= + + +
d
dt

d
dtt

d
dt

d
dt

r r r
n

n
τ

τ λ
λ . 	 (12)

В результате скалярного произведения уравне-
ния (12) с нормалью n получим с учетом ортого-
нальности:

	 d
dt

N N
t

λ
= − ≡ ⋅

∂
∂

, .n
r0

Аналогично, после дифференцирования по 
пространственным координатам, определяются 
соотношения, справедливые в лабораторной си-
стеме координат:
	 ∇ ∆ ≡= = ∇ ⋅λ λn n, , .2 2K K

Здесь K – средняя кривизна поверхности M в точ-
ке r0. Например, вычислим полную производную 
левой и правой части тождества (11) по координа-
те x лабораторной системы отсчета:

	 e
r r r

n
n

x
d
dx

d
dxx

d
dx

d
dx

≡
∂
∂

∂
∂

= + + +0 0
τ

τ λ
λ , 	 (13)

где ex  – единичный вектор вдоль координаты x. 
Скалярное произведение уравнения (13) с норма-
лью n дает с учетом ортогональности:

	 n
d
dx

n d

dxxx
x= =

∂
∂

λ λ
, .

2

2

В результате уравнение (4) в подвижной систе-
ме координат запишется следующим образом [67]:
	 ϕ χNc c Dc DKc N′ − ′ ′⋅ + ′′ + ′ =v n . 	 (14)
Здесь “штрих” означает производную по коорди-
нате λ.

Вдали от пограничного слоя при λ ~ z– – z+ < 0 
сырье выработано. Здесь χ ≡ 0, и уравнение (14) 
допускает аналитическое решение  – внешнее 
асимптотическое разложение [66]:

	 c N DK
D

= ⋅ −( )






−exp .v n ϕ

λ

Используя малый параметр Θ, характеризую
щий ширину пограничного слоя, перейдем к про-
странственной переменной ζ пограничного слоя 
и концентрации κ:
	 λ ζ ζκ= = − ( )Θ Θ, .c 1

Запишем уравнение (14) в новых переменных:
	 Θ ϕ κ κ κ κχN DK N D′ − ′ ′( ) ′⋅ + = +( )′v n .

Для высокомасличного сырья, Θ → 0, правая часть 
уравнения должна равняться нулю с  точностью 
O(Θ). Следовательно, справедливо
	 N Dχ κ+ ′ = 0. 	 (15)
Константа интегрирования определяется из усло-
вий перед фронтом, λ > 0, где κ и ее производная 
равны нулю, а также χ = 0.

Граничное условие для уравнения (15) задает-
ся на границе пограничного слоя с  зоной исто-
щения, ζ → –∞, в результате сращивания потоков 
внутреннего и внешнего разложений:

	 − = = ⋅ − −
→−∞ →

D
d
d

D
dc
d

N DK
κ
ζ λ

ϕ
ζ λ 0

v n .

Окончательно с учетом определения (6) урав-
нение (15) примет вид:

	 β β
ϕ

ϕN DK= ⋅
−
+− =v n , .

1
Θ

	 (16)
В  простейшем случае однородного поля скоро-
стей, v·n = v = const, и плоской границы раздела, 
K = 0, получаем ω ≡ v / β. До членов порядка O(Θ2) 
тождество совпадает с  асимптотикой (10). Она 
получается, если в уравнении (4) пренебречь ем-
костью порового пространства и  рассматривать 
фильтрацию в квазистационарном приближении. 
Это стандартное для высокомасличного сырья 
приближение. Соответственно, β ≈ (1–φ)/Θ.

Важно отметить, что модель СФЭ, выраженная 
в терминах границы раздела двух областей, не зави-
сит от микромасштабной модели, представляющей 
динамику экстракции в  масштабах индивидуаль-
ной частицы. Уравнения (7) и (8)  определяют толь-
ко структуру решения на интервале z–(t) ≤ z ≤ z+(t). 
Его толщина в типичных условиях экстракции из 
высокомасличного сырья стремится к  нулю, по 
сравнению с высотой аппарата, Ξ–1 → 0.

Представленные выкладки справедливы при 
определенных соотношениях толщины диффу-
зионного / дисперсионного пограничного слоя, 
а также толщины зоны экстракции в окрестности 
поверхности M и ее радиуса кривизны K–1. Равно-
мерно по всей поверхности раздела должны вы-
полняться условия:

	 DK
v

Kz
Kva

Dsc
eff

→
( )

→
−

0 0
1

2
, .

ϕ

В  первом комплексе отношение D/v характери-
зует ширину диффузионного пограничного слоя. 
Второй комплекс включает толщину zsc зоны экс-
тракции.

Задача о движении фронта выработки 
в полярных координатах

Запишем кривизну и  нормаль к  поверхности 
в  цилиндрических координатах с  учетом осевой 
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симметрии и  нормальную скорость N движения 
фронта:
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Подставляя эти соотношения в  уравнение (16), 
получим после умножения на ( ) /1 2 1 2+ gr :

   β∂
∂

−
∂
∂

= ⋅







 +( )

+( )






g
t r

g
g

D
r

rg

g

r
r

r

r

v
1

1
1

2 1 2

2 1 2

/

/






. 	(18)

Уравнение (18) необходимо дополнить гра-
ничными условиями на границе расчетной обла-
сти, в точках r = 0 и r = R. Они следуют из гра-
ничных условий (5) для исходного уравнения. 
С учетом замены переменных (11) условие (5) за-
пишется следующим образом:
	 n n nw wc c r R⋅ ∇ ≡ ⋅ ′ = =0 0, , .

Следовательно, фронт M должен подходить к гра-
нице расчетной области, к стенке аппарата и оси 
симметрии, перпендикулярно. С  учетом осевой 
симметрии это эквивалентно условию:

	 ∂
∂
= =

g
r

r0 0 1, . . 	 (19)

В  начале экстракции фронт считается плоским 
и расположен у входного сечения аппарата:
	 g t| .= =0 0 	 (20)

Задача (18)–(20), дополненная соотношения-
ми для расчета поля скорости фильтрации, опре-
деляет динамику границы раздела между областя-
ми насыщения и истощения в аппарате в условиях 
СФЭ. Далее рассмотрим уравнения (2)–(3) с уче-
том построенного разложения пограничного слоя.

Поля скорости и давления
Движение раствора в  поровом пространстве 

зернистого слоя определяется срощенными по-
лями скорости и давления v+, p+ (при λ > 0) и v–, p– 
(при λ < 0), а также условием при переходе через 
пограничный слой в окрестности λ = 0, на фронте 
M. Из законов сохранения и непрерывности ре-
шения выполняются условия:
	 p z z r tp+ − + − += ⋅ −( ) = = ( ), , , .n v v 0 	(21)

В зонах истощения и насыщения справедливы 
уравнения:

	 v±
±

± ±= − ∇ ∆ =
k

p p
µ

α, 0	 (22)

при постоянных значениях концентрации и вяз-
кости μ– = μ(с = 0) < μ+ = μ(с = 1).

Примем, что вдали от фронта, z → –∞, дви-
жется невозмущенный поток, параллельный оси 
z. Также ведет себя выходной поток при z → +∞. 
Тогда в  полярной системе координат (r, z)  гра-
ничное условие для поля скорости фильтрации 
запишется следующим образом:

	 v

v

+

−

→

→

→ +∞

→−∞

( , ),

( , ),

;

.

0

0

v z

v z

out

in
	 (23)

На стенках аппарата формулируется граничное 
условие непротекания:
	 n vw r R⋅ = =± 0 0, , . 	 (24)

Построим базовое решение задачи (21)–(24), 
отвечающее плоской границе раздела M. Решение 
не зависит от радиальной координаты. Векторные 
поля v±  являются однородными и  направлены 
параллельно стенкам аппарата. Из граничного ус-
ловия на фронте окончательно следует:
	 v v+ −= = = =( , ), .0 v v v uout out in

Таким образом, поле давления изменяется 
только вдоль оси z так, что его первая производ
ная по z на фронте претерпевает разрыв:

	 p k
u z z

k
u z z

t t

t t

= −
− >

− <











+

−

µ
ω ω

µ
ω ω

( ),

( ),

;

;

Значение p = 0 выбрано на движущемся с посто-
янной скоростью плоском фронте. Такой выбор 
отсчета давления обусловлен удобством дальней-
ших выкладок и не противоречит свойствам зада-
чи (21)–(24).

УСТОЙЧИВОСТЬ ПОВЕРХНОСТИ 
РАЗДЕЛА К МАЛЫМ ВОЗМУЩЕНИЯМ

Случай неограниченного аппарата, R → ∞
Рассмотрим вопрос об устойчивости дви-

жения фронта M и  влияние вязкости раство-
ра и  конвективной диффузии на развитие не
устойчивости. Динамика фронта определяется 
задачей (18)–(20), дополненной гидродинамиче-
скими соотношениями (21)–(24). Следуя подхо-
ду нормальных мод [68], разложим возмущения 
в  ряд Фурье по собственным функциям линеа-
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ризованного оператора (18). Определим η  >  0  – 
частоту моды возмущения, Ji, i = 0,1 – функцию 
Бесселя первого рода порядка i,  учитывающую 
цилиндрическую симметрию задачи, ζ – показа-
тель роста амплитуды возмущений со временем, 
ε  – начальное значение амплитуды возмущения 
фронта, εA±  – начальное значение амплитуды 
возмущения поля давления за и перед фронтом.

Возмутим базовое решение по радиальной ко-
ординате и будем искать образующую поверхно-
сти M, удовлетворяющую условию ограниченно-
сти решения задачи на оси симметрии r = 0:

	 g r t
ut

Ot J r, .exp( ) = + +( ) ( ) ( )β
ε ζ η ε0

2 	 (25)

Соответственно определяются нестационар-
ное поле давления за и перед фронтом:

	
p

k
u z

ut

JA r t z
ut

±
±

±

= − − +

+









( ) −












µ
β

ε η ζ η
β0 exp 





 + ( )O ε2

 	 (26)

и векторное поле скорости:

	
v±

±
±=
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
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	 (27)

В уравнении (27) используется связь между про-
изводными функции Бесселя:
	 J J J J J− −= − − = − ′1 1 11 02, . 	 (28)

Необходимо также отметить, что возмущения 
давления и  скорости экспоненциально затухают 
вдали от фронта, |z| → +∞, как exp(–η|z|). Такое пове-
дение является следствием граничных условий (23).

Подстановкой соотношения (26) в  уравне-
ние (22) легко убедиться, что оно удовлетворено 
с точностью O(ε2). Соотношение (27) получается 
в результате формального применения оператора 
градиента к полю давления (26).

Дисперсионное соотношение, задающее связь 
между показателем роста ζ и частотой возмуще-
ний η, определяется в результате подстановки со-
отношений (25) и (27)  в  уравнение баланса (18) 
и последующего разложения по малому параме-
тру ε → 0 с сохранением членов порядка ε. Учтем, 
что gr = O(ε). Тогда

	 1 1
1
2

12 1 2 2 4 2+( ) = + + ( ) = + ( )g g O Or r

/
.ε ε

По свойствам функции Бесселя она является 
собственной функцией линеаризованного опера-
тора кривизны K J[ ]0 :

2
1

0
0 2 2

0
2K J

r
r O J O

r
J
r

[ ] .=








 + ( ) = − + ( )∂

∂
∂
∂

ε η ε

Так как разложение пограничного слоя (16) по-
строено для области за фронтом, то в уравнении 
(18) необходимо положить v = v–.

В результате стандартных математических вы-
кладок получается дисперсионное соотношение:

	 βζ
µ

η η= −
−

−k
A D 2,

в котором необходимо определить константу A–.

Учет граничных условий на фронте
Для определения констант A+ и  A– положим 

z = g(r, t) в соотношениях (26) и (27):
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Подстановкой в граничные условия (21) с учетом 
приближенного выражения для нормали

	 n =







 + ( )
0

1
O ε

получим два линейных уравнения:

	 A
u

k
A

u
k

kA kA+
+

−
− +

+

−

−
− = − =

µ µ

µ µ
α, .	 (29)

Разрешая систему относительно констант A+ и A–, 
получим:

	 A
u

k
±

±
=

µ
α.

Необходимо отметить, что в предельном слу-
чае μ+ → μ– уравнения (29) линейно зависимы 
и  константы A+ и  A– не могут быть однозначно 
определены. В то же время теряет смысл и анализ 
устойчивости фронта, так как жидкость за и пе-
ред фронтом перестает различаться по своим фи-
зическим свойствам.

Дисперсионное соотношение
Окончательно дисперсионное соотношение 

примет вид квадратичного полинома по частоте η:
	 βζ η η η= − >u D 2 0, . 	 (30)
Соотношение (30) показывает, что рост возмуще-
ний обусловлен конвективным переносом рас-
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твора со средней скоростью фильтрации u. В  то 
же время возмущения затухают (гасятся) в  ре-
зультате действия конвективной диффузии. Эф-
фекты уравновешивают друг друга при ζ = 0, что 
отвечает частоте

	 ηmax
u
D

= . 	 (31)

Таким образом, возмущения, для которых η > ηmax, 
затухают во время экстракции. Далее рассматри-
ваются только возмущения меньшей частоты. 
Максимальный возможный показатель роста 
возмущений ζmax отвечает половине предельной 
частоты:

	 ζ
β

η
ηmax maxu

D
u
D

= = =
2

4 2 2
, . 	

Случай конечного аппарата
Рассмотрим случай конечного аппарата. Для 

этого необходимо учесть граничное условие (19) 
по радиальной координате в точке r = R. С учетом 
соотношений (25) и (28) получим:
	 J R1 0η( ) = . 	
Уравнение имеет бесконечное счетное множе-
ство решений. Обозначим их ηk, k = 1,2… Первые 
30 нулей функции J1 с высокой точностью затабу-
лированы в статье [69], откуда

 η η η1
1

2
1

3
13 83 7 02 10 17≈ ≈ ≈− − −. , . , . .R R R 	(32)

Таким образом, частоты возмущений начально-
го состояния фронта и  поля давления, которые 
могут существовать в аппарате, определяются его 
радиусом R.

Сравнивая соотношения (31) и (32), получим 
условие устойчивости движения фронта в  аппа-
рате. Для этого наименьшая частота возмущения, 
η1, должна быть больше предельной частоты ηmax. 
Отсюда

	 η ηmaxR
uR
D

R≡ ≡< 3 83 1. . 	 (33)

Таким образом, если средняя скорость фильтра-
ции u, радиус аппарата R и  коэффициент кон-
вективной дисперсии (диффузии) удовлетворяют 
соотношению (33), то согласно подходу нормаль-
ных мод объем аппарата омывается равномерно 
и фронт остается плоским. Все возмущения, ко-
торые могут существовать в  аппарате, затухают, 
так как соответствующий показатель ζ роста ам-
плитуды отрицательный.

Рассмотрим оценку для коэффициента дис-
персии D:

	 D
ua

=
ϕ

.

Подставим ее в соотношение (33):

	 R
a
ϕ < 3 83. .

При типичных условиях реализации СФЭ дан-
ное соотношение не выполняется. Вытеснение 
насыщенного раствора всегда сопровождается 
пальцеобразованием. В  случае промышленно-
го аппарата можно принять R = 30 см и a = 2 мм. 
Отношение Rφ/a ~ 80. Порядковый номер макси-
мального собственного числа, которое не превос-
ходит это значение, составляет 25, и η25 = 79.32R–1 
[69]. Количество пальцев совпадает с порядковым 
номером собственного числа, и среднее расстоя-
ние (R/25) между пальцами составит ~ 1 см.

Представленный анализ характеризует только 
начальное развитие неустойчивости, когда про-
цесс с достаточной точностью может быть описан 
в  линейном приближении. Однако с  развитием 
неустойчивого движения фронта его форма ста-
новится существенно нелинейной, и такая дина-
мика должна исследоваться отдельно.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Процесс сверхкритической флюидной экс-

тракции из растительного сырья находит широ-
кое применение в пищевой и фармацевтической 
промышленности. Одна из проблем при реализа-
ции СФЭ заключается в обеспечении равномер-
ного омывания объема зернистого слоя в аппара-
те. Для фильтрации в пористых средах характерно 
вязкостное пальцеобразование. Об этом косвен-
но свидетельствуют результаты экспериментов 
[33, 51]. В  условиях СФЭ этот процесс ослож-
няется тем, что вытесняющая жидкость (чистый 
растворитель) смешивается с  вытесняемой (на-
сыщенный раствор), а также межфазным массо-
обменом.

В  работе показано, что описанное явление 
действительно имеет место для исследуемого 
процесса. При этом учитываются особенности 
СФЭ из высокомасличного сырья, позволяющие 
существенно упростить описание экстракции. 
Характерные пространственные масштабы по-
зволяют рассматривать зону выработки как узкий 
пограничный слой, на котором распределения 
концентрации и  текущих запасов масла претер-
певают резкое изменение – скачок. В результате 
задача о полном описании текущего трехмерного 
распределения концентрации раствора по объему 
аппарата сводится к исследованию двумерной по-
верхности. С учетом осевой симметрии процесса 
размерность задачи понижается еще на единицу.

Важно также, что предложенный подход и по-
лученные выводы не зависят от модели процес-
сов массопереноса в масштабах индивидуальной 
частицы. Таким образом, полученные результаты 
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являются достаточно общими и  не ограничива-
ются микроструктурой растительного сырья.

Полученный критерий uR < 3.83D определяет 
условия, при которых процесс будет устойчивым, 
и локальные возмущения скорости фильтрующе-
гося потока не будут развиваться. Таким образом, 
фронт будет оставаться плоским. Для повышения 
устойчивости фильтрующегося потока необхо-
димо разрабатывать методики усиления эффекта 
конвективной дисперсии.

Дальнейшие исследования в  этом направле-
нии включают исследование развитых (нелиней-
ных) режимов пальцеобразования на основе пря-
мого численного моделирования. Это позволит 
ответить на вопрос о степени негативного влия-
ния этого эффекта на СФЭ и о целесообразности 
промышленной реализации таких режимов, при 
которых это влияние минимально.
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ОБОЗНАЧЕНИЯ
a	 радиус сферической частицы сырья, м
c	 нормированная на θ* массовая концентра-

ция масла в сверхкритическом флюиде, 
фильтрующемся через аппарат, –

D	 коэффициент дисперсии (конвективной 
диффузии), м2·с‑1

Deff	 эффективный коэффициент диффузии мас-
ла по системе транспортных каналов сырья, 
м2·с‑1

g	 функция радиальной координаты и времени, 
задающее положение фронта истощения, м

J0, 1	 функция Бесселя первого рода, –
k	 проницаемость зернистого слоя, м2

K	 средняя кривизна поверхности M, м‑1

M	 двумерная поверхность раздела зоны исто-
щения и зоны насыщения в аппарате, –

n	 единичная нормаль к поверхности, внешняя 
по отношению к зоне истощения, –

nw	 единичный вектор, направленный по радиу-
су аппарата, нормаль к стенке аппарата, –

N	 нормальная компонента скорости движения 
поверхности разрыва M, м·с‑1

L	 высота аппарата, м

P	 давление в аппарате, МПа
r	 радиальная координата в аппарате, м
R	 радиус поперечного сечения аппара-

та, м
s	 объемная доля масла, извлеченного 

из частицы, –
t	 время, с
ta	 характерное время экстракции инди-

видуальной частицы, определенное 
уравнением, с

T	 температура в системе, K
u	 средняя скорость фильтрации невоз-

мущенного потока вдали от фронта 
выработки, м·с‑1

v	 скорость фильтрации в одномерном 
приближении, м·с‑1

v	 векторное поле скорости фильтрации, 
м·с‑1

z	 пространственная координата вдоль 
оси аппарата, м

z–	 граница, разделяющая зону истоще-
ния и зону выработки в аппарате, м

z+	 граница, разделяющая зону выработ-
ки и зону насыщения в аппарате, м

β
ϕ

ϕ=
−
+

1
Θ

	 плотность запасов масла в единице 

объема аппарата, отнесенная к θ*, –
θ0	 отношение массы начальных запасов 

масла в частице зернистого слоя к ее 
объему, кг·м‑3

θ*	 равновесная (при заданных давлении 
и температуре) концентрация масла 
в сверхкритическом растворителе, 
кг·м‑3

Θ 	 безразмерный комплекс, характери
зующий начальные запасы масла 
в сырье, = θ* / θ0, –

φ	 пористость зернистого слоя в колонке 
аппарата, –

η	 частота моды возмущения, м‑1

μ	 вязкость раствора, Па·с
μ–	 вязкость чистого растворителя, в зоне 

истощения, Па·с
μ+	 вязкость насыщенного раствора, в зо-

не насыщения, Па·с
Ξ	 отношение высоты аппарата к шири-

не зоны выработки, –
ζ	 показатель роста амплитуды возму-

щений со временем, с‑1

ε	 начальное значение амплитуды воз-
мущения фронта, м
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