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В ряде случаев колебательный режим позволяет провести реакцию с большей селективностью по
целевому продукту. Для организации производства в данном режиме необходимо определить усло-
вия, при которых возникают колебания, а также рассмотреть сам характер колебаний. В работе про-
веден параметрический анализ базовой кинетической модели колебательной реакции без автоката-
лиза. Определены границы параметров, при которых система имеет колебательный характер. По-
строены фазовые портреты системы, бифуркационные кривые. Проведен анализ стационарных
состояний системы. Определены тип и количество стационарных состояний. Показано, что систе-
ма при определенных параметрах имеет три стационарных состояния: два неустойчивых узла и сед-
ло. Параметрический анализ базовых моделей позволит подобрать начальные приближения для
расчетов более сложных моделей реальных реакций.
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ВВЕДЕНИЕ
Исследования колебательных процессов в хи-

мии показали, что для наличия колебаний в системе
необходимо соблюдение некоторых условий:

1. реакция имеет хотя бы два различных пути и
может переключаться между ними;

2. существует некий промежуточный продукт,
количество которого направляет реакции по од-
ному из путей;

3. в ходе реакции количество этого продукта
будет расходоваться до определенной поры, после
чего характер реакции меняется и интермедиат уже
начинает накапливаться в системе, и так происхо-
дит переключение с одного пути на другой.

Сложные механизмы, описывающие колеба-
тельные реакции, содержат большое количество
параметров. Математическая модель для данного
механизма будет выглядеть как система диффе-
ренциальных уравнений высоких порядков. Ре-
шение подобных систем напрямую невозможно
из-за их сложности. Однако существует метод па-
раметрического анализа нелинейных систем, ко-
торый позволяет от простого к сложному решать
подобные задачи и предполагать механизм коле-
бательных реакций [1].

Все дискуссии, которые велись до сих пор, не
касались экспериментальной практики, за ис-
ключением упоминаний об открытых и закрытых
системах. Колебания концентрации и цвета могут
возникать в обычных реакторах идеального сме-
шения или периодического действия, и эти кон-
фигурации обычно сочетаются с механизмом
смешивания, чтобы избежать неоднородностей.
Введение диффузионных явлений переноса ве-
щества в сочетании с петлей обратной связи реак-
ции и возмущением приводит к морфогенезу в
форме волн и пространственных структур [2].

Химические осцилляторы предлагают множе-
ство вариантов с точки зрения состава и поведе-
ния, но можно ли сконструировать такую систему
в соответствии с определенными потребностями?
В 80-х годах по этому поводу были проведены не-
которые исследования. Разработка генераторов,
использующих большое количество соединений
со схожими свойствами, помогла бы достичь бо-
лее конкретных целей [3].

В настоящее время активно изучаются колеба-
тельные реакции окислительного карбонилиро-
вания [4, 5]. Селективность образования продук-
та в реакции окислительного карбонилирования
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фенилацетилена, катализируемой палладием,
при прочих равных условиях в колебательном ре-
жиме выше. Было установлено, что возникнове-
ние колебаний pH совпадает с увеличением ско-
рости потребления фенилацетилена и образова-
ния сопутствующих продуктов.

Таким образом, изучение механизмов колеба-
тельных реакций позволяет выявить режимы, при
которых обеспечивается максимальная селектив-
ность. В связи с этим является актуальной задача
определения областей рабочих параметров реак-
тора, при которых возникают колебания. Знание
данных областей позволит провести оптимиза-
цию реактора по какому-либо технологическому
или экономическому критерию.

Экспериментатор в ходе работы неизбежно
сталкивается с тем, что все измерения произво-
дятся с некоторой погрешностью. Это может
быть следствием случайных ошибок или же того,
что сам прибор не может быть идеально точным.
В результате измерений получаются кривые, ха-
рактеризующиеся случайными колебаниями из-
меряемых концентраций. Наличие данных коле-
баний (шумов) затрудняет создание математиче-
ской модели системы и ее анализ.

Помимо этого для системы, которая находится
в критическом состоянии, малые флуктуации мо-
гут приводить к резкому изменению ее характера.
Поэтому необходимо рассмотреть влияние коле-
баний самих параметров на характер поведения
всей системы.

Цель настоящей работы: проведение парамет-
рического анализа базовой кинетической модели
химической реакции, определение значений па-
раметров, при которых система проявляет коле-
бательный характер, исследование поведения си-
стемы при изменении данных параметров.

ТЕОРЕТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ

Настоящая статья посвящена параметриче-
скому анализу каталитического осциллятора.

Рассмотрим механизм реакции, содержащий
четыре стадии:

(1)

Следуя закону действующих масс, схеме отве-
чает кинетическая модель:

(2)

Константы скоростей химических реакций k1,
k–1, k2, k–2, k3, k4, k–4 выступают в качестве пара-
метров модели (2). После приравнивая к нулю
правых частей системы (2) получим уравнение
стационарности относительно одной перемен-
ной х:

(3)

Также при приравнивании к нулю правых ча-
стей системы уравнений (2) были найдены зави-
симости z(x), z2(x), y(x):

(4)

Из уравнения стационарности (3) выделим два
параметра k2, k–2.

Данное уравнение F(x, k1, k–1, k2, k–2, k3, k4, k–4) = 0
линейно относительно указанных параметров.
Поэтому из него можно получить параметриче-
ские зависимости k2(x) и k–2(x).

(5)

(6)

Пример построения параметрических зависи-
мостей k2(x) приведен на рис. 1.
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Рис. 1. Параметрические зависимости x(k2) при k1 = 1,
k–1 = 0.1, k–2 = 0.05, k4 = 0.0032, k–4 = 0.002: 1 – k3 = 1;
2 – k3 = 10; 3 – k3 = 100.
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Начальным приближением для подбора пара-
метров k1, k–1, k2, k–2, k3, k4, k–4 служили парамет-
ры автокаталитической кинетической модели [9].
Также условились, что константа скорости нели-
нейной стадии k3 превышает значения остальных
параметров; константы скоростей прямой и об-
ратной реакции для буферной стадии k4, k–4 име-
ют наименьшие значения; константы скорости
k1, k–1 взяты в отношении 10 : 1, как и в автоката-
литической модели; константы скорости k2 : k–2 =
= 100 : 1, что предполагает практическую необра-
тимость реакции образования Z2.

Так как фазовое пространство системы имеет
размерность три, то процедура анализа устойчи-
вости стационарных состояний (ст. с.) и их би-
фуркаций становится более трудоемкой по срав-
нению с предыдущей моделью [9].

Для проверки устойчивости ст. с. воспользу-
емся первым методом Ляпунова. Необходимо со-
ставить матрицу Якоби для системы дифферен-
циальных уравнений и определить корни харак-
теристического уравнения [10].

Элементы матрицы Якоби aij для (2) имеют
вид:
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Характеристическое уравнение при анализе
устойчивости ст. с. является кубическим:

где

Необходимое и достаточное условие того, что
все характеристические корни имеют отрица-
тельные действительные части, состоит в выпол-
нение условий Рауса–Гурвица σ, ξ, ∆ [11]. Так как
всегда σ > 0, то бифуркации числа и устойчивости
ст. с. определяются из равенства нулю величин ∆
и ξ. Зная параметрические зависимости, можно
численно построить соответствующие бифурка-
ционные кривые L∆, Lσ (рис. 2 и рис. 3 соответ-
ственно).

Стоит заметить, что при увеличении значения
параметра k3, отвечающего за нелинейную ста-
дию, область множественности стационарных со-
стояний смещается в сторону увеличения соотно-
шения параметров k2 : k–2, что говорит о преобла-
дании скорости прямой реакции над обратной.

Параметрический портрет представлен на рис. 4.
В данном случае кривая нейтральности Lσ и кри-
вая кратности LΔ расположены таким образом,
что делят пространство на характерные области.
При этом, варьируя значения параметров k2, k–2 и
оставляя значения остальных параметров неиз-
менными, можно переводить ход реакции в ос-
циллирующий режим. Либо, обладая этими зна-
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Рис. 2. Кривая кратности L∆(k2, k–2) при k1 = 1.1, k–1 =
= 0.12, k4 = 0.05, k–4 = 0.0145: 1 – k3 = 50; 2 – k3 = 78; 3 –
k3 = 100.
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Рис. 3. Кривая нейтральности Lσ(k2, k–2) при k1 = 1.1,
k–1 = 0.12, k4 = 0.05, k–4 = 0.0145: 1 – k3 = 50; 2 – k3 =
= 78; 3 – k3 = 100.

1
23

k2

k�2



ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ ХИМИЧЕСКОЙ ТЕХНОЛОГИИ  том 57  № 5  2023

ПАРАМЕТРИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ 609

ниями, можно кратчайшим путем вывести систе-
му из колебательного режима.

Область с тремя ст. с. можно наблюдать и на
параметрической зависимости концентрации
компонента Х от варьируемого параметра k2. При
этом данная область совпадает с областью значе-
ний k2 на плоскости (k2; k–2), что еще раз подтвер-
ждает адекватность построения областей множе-
ственности ст. с. Для значения k–2 = 0.4 построена
кривая х(k2) на рис. 5.

Фазовые траектории системы для случая един-
ственного неустойчивого ст. с. (существует пре-
дельный цикл) представлены на рис. 6. С любых
начальных данных фазовые траектории стремят-
ся к устойчивому предельному циклу. Траекто-
рии наматываются на цикл по часовой стрелке.

Из уравнения ст. с. (3) при заданных значениях
параметров была рассчитана концентрация ком-
понента Х. Значения Z, Z2, Y были найдены из
уравнений их зависимости (4) от переменной Х.
Ст. с. отмечено на проекции фазового портрета и
имеет следующие значения по каждой из пере-
менных: Х = 0.436106; Z = 0.125632; Z2 = 0.002524;
Y = 0.433213.

Для области параметров с тремя ст. с. фазовый
портрет представляет собой предельный цикл с
тремя особыми точками, две из которых являются
неустойчивыми узлами и одна точка седловидно-
го типа (рис. 7).

Координаты особых точек в фазовом про-
странстве были рассчитаны так же, как и для слу-
чая с единственным неустойчивым ст. с. При
подборе решения выбирались различные началь-
ные значения переменной Х. Результаты подсче-
тов приведены в таблице.

На рис. 8 видно, как фазовые траектории вы-
ходят из окрестности ст. с. и стремятся к предель-
ному циклу. Траектория движения проходит та-
ким образом, что наматывание на предельный
цикл проходит по часовой стрелке (как и в случае,
когда фазовые траектории выходят из точек кон-
центрационного пространства вне предельного
цикла).

Временные зависимости лучше всего демон-
стрируют колебательный характер системы. Общая

Рис. 4. Параметрический портрет на плоскости (k2, k–2)
при k1 = 1.1, k–1 = 0.12, k3 = 78, k4 = 0.05, k–4 = 0.0145:
1 – область с единственным устойчивым ст. с.; 2 – об-
ласть с единственным неустойчивым ст. с.; 3, 4 – об-
ласти с тремя ст. с.
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Рис. 5. Параметрическая зависимость х(k2) при k1 =
1.1, k–1 = 0.12, k–2 = 0.4, k3 = 78, k4 = 0.05, k–4 = 0.0145.
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Рис. 6. Проекция фазового портрета для системы (1)
при k1 = 1.1, k–1 = 0.12, k2 = 6, k–2 = 1, k3 = 78, k4 = 0.05,
k–4 = 0.0145: А – стационарное состояние системы.

z
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Таблица 1. Стационарные состояния системы.

Стационарное 
состояние X Z(x) Z2(x) Y

N2 0.116096 0.189072 0.021429 0.651974

C1 0.206717 0.173699 0.010312 0.598961

N1 0.392562 0.135066 0.003314 0.465745
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площадь под кривой характеризует количество об-
разовавшегося продукта, поэтому от характера ко-
лебаний зависит селективность реакции по данно-
му компоненту. Для случая единственного не-
устойчивого ст. с. представлены на рис. 9.
Колебания устойчивые и незатухающие, ампли-
туда колебаний заметна.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, в ходе параметрического ана-
лиза были установлены области изменения кон-
стант скорости, при которых исследуемая система

реализует одно, два и три стационарных состоя-
ния. Полученные состояния отличаются соста-
вом реакционной смеси, и, как следствие техно-
логическими показателями. Определены тип и
количество стационарных состояний.

Для систем, характер поведения которых силь-
но зависит от внешних факторов, необходимо ис-
следование их влияния на нее. Колебания устой-
чивы лишь при некотором наборе и соотношении
констант скоростей. В данной работе показано,
что их изменение может вывести систему из коле-
бательного режима. Работа в данном направле-
нии позволит в будущем рассмотреть влияние
шума на характер колебаний. А что более важно,
отделить шумы и составить адекватную кинети-
ческую модель.

Рис. 7. Характер особых точек системы в случае с тре-
мя ст. с.
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Рис. 8. Фазовый портрет системы с тремя ст. с.
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Рис. 9. Временные зависимости z(t), z2(t), x(t), y(t) при k1 = 1.1; k–1 = 0.12; k2 = 6; k–2 = 1; k3 = 78; k4 = 0.05; k–4 = 0.0145:
1 – компонент Y; 2 – компонент Z; 3 – компонент X.
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x, y, z, z2 концентрации соответствующих компо-
нентов, моль/л.

X, Y, Z, Z2 компоненты системы
k параметр, являющийся функцией кон-

станты скорости
t время, с.
с концентрация, моль/л

ИНДЕКСЫ
i компонент системы


