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Линейные системы
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(Московский авиационный институт
(национальный исследовательский университет))

О ВНЕШНЕМ ОЦЕНИВАНИИ ПРЕДЕЛЬНЫХ МНОЖЕСТВ
ДОСТИЖИМОСТИ И 0-УПРАВЛЯЕМОСТИ
ДЛЯ ЛИНЕЙНЫХ ДИСКРЕТНЫХ СИСТЕМ

С СУММАРНЫМ ОГРАНИЧЕНИЕМ
НА СКАЛЯРНОЕ УПРАВЛЕНИЕ1

Рассматривается задача построения множеств достижимости и
0-управляемости для стационарных линейных дискретных систем с сум-
марным ограничением на скалярное управление. Для случая квадратич-
ных ограничений и диагонализируемой матрицы системы данные мно-
жества построены явно в виде эллипсоидов. В общем случае предельные
множества достижимости и 0-управляемости представлены в виде непо-
движных точек сжимающего отображения в метрическом пространстве
компактов. На основе метода простой итерации предложена сходящаяся
процедура построения их внешних оценок с указанием априорной погреш-
ности аппроксимации. Приведены примеры.

Ключевые слова: линейная дискретная система, предельное множество
управляемости, предельное множество достижимости, расстояние Хау-
сдорфа, принцип сжимающих отображений.

DOI: 10.31857/S0005231024040018, EDN: ZHAHRC

1. Введение

При исследовании динамических систем зачастую приходится учитывать
различные ограничения, наложенные на управляющие воздействия, что при-
водит к тому, что далеко не все терминальные состояния являются дости-
жимыми из заданного начального даже за бесконечное время. В результа-
те классических условий управляемости Калмана оказывается недостаточно,
чтобы сделать вывод о достижимости того или иного терминального состоя-
ния. В связи с этим представляется актуальной разработка методов, поз-
воляющих формировать конструктивное описание множеств достижимости,
т.е. множеств терминальных состояний, в которые можно перевести систе-
му из начала координат, и 0-управляемости, т.е. множеств начальных со-
стояний, из которых систему можно перевести в начало координат, за ко-
нечное число шагов, а также оценки предельных множеств достижимости

1 Работа выполнена при поддержке Российского научного фонда (проект №23-21-00293).
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и 0-управляемости [1]. Множества 0-управляемости и достижимости могут
быть использованы в ряде задач оптимального управления для формиро-
вания позиционного управления для систем с дискретным временем [2, 3].
Таким образом, при помощи предельных множеств можно судить о разреши-
мости данных задач в принципе.

На данный момент активно развиваются методы оценивания множеств до-
стижимости различных классов дискретных систем [4], гибридных систем [5],
а также систем с различными видами неопределенностей [6]. Известны ана-
литические представления множеств достижимости и 0-управляемости для
линейных систем с дискретным временем и ограничениями на функцию
управления в смысле l∞-нормы. В частности, доказано, что в случае линей-
ных ограничений на управление множества достижимости и 0-управляемости
за конечное число шагов представляют собой многогранники [2]. Для их
предельных аналогов сформулированы необходимые и достаточные условия
ограниченности [7–9]. При этом большая часть работ либо сфокусирована
на исследовании только общих свойств предельных множеств достижимо-
сти и 0-управляемости [8–12], либо рассматривает системы с неограниченным
управлением [10–14]. Только в ряде частных случаев предложены конструк-
тивные методы формирования внешних оценок на основе аппарата опорных
полупространств [15, 16] или принципа максимума [17].

Для систем с суммарными ограничениями на управление получено опи-
сание предельных множеств достижимости и 0-управляемости в виде мно-
гогранников для случая ограничений в смысле l1-нормы [18]. При выборе
lp-нормы с произвольным значением параметра p ∈ (1;+∞) сформулированы
и доказаны общие свойства предельных множеств достижимости и 0-управ-
ляемости [19]. В частности, доказано их представление в виде проекций су-
перэллипсоидальных множеств конечной [20, 21] и бесконечной размерностей,
что тесно связано со строго выпуклым анализом [22, 23], выпуклым програм-
мированием [24], теорией нормированных пространств [25] и линейных опе-
раторов [26].

Зачастую в задачах управления требуется исследовать заданное началь-
ное состояние на достижимость и управляемость, что сводится к проверке
принадлежности фиксированной точки фазового пространства предельному
множеству достижимости или 0-управляемости. Численно данная процедура
может быть сведена к вычислению функционала Минковского, но извест-
ных результатов [19] недостаточно для его построения в явном виде. Более
того, описание функционала Минковского образа выпуклого множества при
линейном преобразовании в общем случае является нетривиальной задачей.
По этой причине оказывается актуальной разработка методов, реализуемых
программно, которые позволят вычислить точно функционал Минковского
предельных множеств достижимости и 0-управляемости либо их внешних
оценок сколь угодно высокого порядка точности.
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В статье изучаются вопросы построения функционала Минковского мно-
жеств достижимости и 0-управляемости с суммарным ограничением на
управление в смысле lp-нормы в случае, когда они ограничены. Удается в
явном виде описать искомую функцию при квадратичных ограничениях на
управление и доказать, что исследуемые множества представляют собой эл-
липсоиды. Для случая произвольных нормированных пространств предель-
ные множества достижимости и 0-управляемости описываются в качестве
неподвижной точки сжимающего отображения в пространстве компактов,
наделенного метрикой Хаусдорфа. Это позволяет предложить сходящийся
итерационный процесс построения внешних оценок данных множеств с ука-
занием априорной погрешности в явном виде. Для ряда значений параметров
результирующие оценки имеют полиэдральную структуру, что делает воз-
можным их применение в расчетах на ЭВМ.

Содержание статьи следующее. В разделе 2 производится постановка за-
дачи. В разделе 3 обсуждаются вопросы вычисления функционала Минков-
ского предельных множеств достижимости и 0-управляемости. Для частного
случая l2-ограничений на управление и диагонализируемой матрицы системы
соответствующие множества строятся в явном виде. В разделе 4 описывается
аппарат сжимающих отображений, используемый для построения предель-
ных множеств достижимости и 0-управляемости. В разделе 5 предлагается
метод формирования внешних оценок данных множеств произвольного по-
рядка точности на основе метода простой итерации. В разделе 6 демонстри-
руется эффективность разработанного математического аппарата на различ-
ных примерах.

2. Постановка задачи

Рассматривается линейная система с дискретным временем и суммарным
ограничением на скалярное управление:

x(k + 1) = Ax(k) + bu(k), k ∈ N ∪ {0},

x(0) = x0,
∞∑
k=0

|u(k)|p � 1,
(1)

где x(k) ∈ R
n – вектор состояния системы, u(k) ∈ R – скалярное управляю-

щее воздействие, A ∈ R
n×n, b ∈ R

n – матрицы системы, p > 1 – параметр,
определяющий тип суммарного ограничения на управление.

Обозначим для произвольного N ∈ N ∪ {0} через Yp(N) множество дости-
жимости системы (1), т.е. множество тех состояний, в которые можно переве-
сти систему (1) заN шагов из 0 посредством выбора допустимого управления:

Yp(N) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

{
x ∈ R

n : x =
N−1∑
k=0

AN−k−1bu(k),
N−1∑
k=0

|u(k)|p � 1

}
, N ∈ N,

{0}, N = 0.

(2)
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Через Yp,∞ обозначим предельное множество достижимости системы (1), т.е.
множество тех состояний, в которые систему (1) можно перевести за конечное
число шагов посредством допустимого управления:

Yp,∞ =

∞⋃
N=0

Yp(N).(3)

Обозначим для произвольного N ∈ N ∪ {0} через Xp(N) множество
0-управляемости системы (1), т.е. множество тех начальных состояний, из
которых можно перевести систему (1) за N шагов в 0 посредством выбора
допустимого управления:

Xp(N) =(4)

=

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

{
x0 ∈ R

n : −ANx0 =

N−1∑
k=0

AN−k−1bu(k),

N−1∑
k=0

|u(k)|p � 1

}
, N ∈ N,

{0}, N = 0.

Через Xp,∞ обозначим предельное множество 0-управляемости системы (1),
т.е. множество тех начальных состояний, из которых систему (1) можно пе-
ревести в 0 за конечное число шагов посредством допустимого управления:

Xp,∞ =

∞⋃
N=0

Xp(N).(5)

Требуется разработать эффективный метод построения внешней оценки
множеств (3) и (5) с любой наперед заданной точностью. В качестве критерия
точности рассматривается расстояние Хаусдорфа ρH , а все множества пред-
полагаются элементами полного метрического пространства (Kn, ρH) [27]:

Kn = {X ⊂ R
n : X – компакт},

ρH(X ,Y) = max

{
sup
x∈X

inf
y∈Y

‖x− y‖r; sup
y∈Y

inf
x∈X

‖x− y‖r
}
,

‖x‖r =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

(
n∑

i=1

|xi|r
) 1

r

, r � 1,

max
i=1,n

|xi|, r = ∞.

3. Вопросы точного описания предельных множеств достижимости
и 0-управляемости

Обозначим через Ep(∞) шар единичного радиуса с центром в 0 в норми-
рованном пространстве lp [25]:

Ep(∞) =

{
u ∈ lp :

∞∑
k=1

|uk|p � 1

}
.
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Также будем отождествлять последовательность B = (b1, b2, . . .) ∈ lnq с линей-
ным оператором B : lp → R

n
r , действующим по правилу

Bu =

∞∑
k=1

ukbk.

Здесь предполагается, что числа p и q связаны соотношением 1
p + 1

q = 1, а
пространство R

n
r является нормированным пространством (Rn, ‖ · ‖r). Отсю-

да с учетом теоремы Рисса [25] следует ограниченность оператора B, что
позволяет рассматривать его как элемент нормированного пространства lnq с
определенной на нем операторной нормой:

‖B‖lnq = sup
u∈Ep(∞)

‖Bu‖r.

Для простоты будем также отождествлять произвольную последователь-
ность y ∈ lq с порожденным ею согласно теореме Рисса линейным и огра-
ниченным функционалом y : lp → R:

(y, u) =
∞∑
k=1

ykuk.

Существенными являются необходимые и достаточные условия ограни-
ченности множеств (3) и (5), определяемые матрицами системы A и b. Жор-
дановым базисом матрицы A называется набор линейно независимых век-
торов h1, . . . , hn ⊂ R

n, который задает преобразование подобия матрицы A
к ее вещественной жордановой канонической форме [28, раздел 3.4 гл. 3].
Такой базис единственен с точностью до ненулевых сомножителей и поряд-
ка векторов h1, . . . , hn, и каждый базисный вектор соответствует некоторой
жордановой клетке, т.е. некоторому собственному значению матрицы A. Ес-
ли разбить элементы жорданова базиса на три множества по критерию того,
соответствуют ли они собственному значению матрицы A большему, равному
или меньшему 1 по модулю, то получится определить следующие три инва-
риантных подпространства:

L<1 = Lin{hi : hi соответствует собственному значению λ, |λ| < 1},
L=1 = Lin{hi : hi соответствует собственному значению λ, |λ| = 1},
L>1 = Lin{hi : hi соответствует собственному значению λ, |λ| > 1}.

В [19] продемонстрировано, что Yp,∞ и Xp,∞ ограничены тогда и только тогда,
когда справедливы следующие условия соответственно:

Y∞ = (b,Ab,A2b, . . .) ∈ lnq или b ∈ L<1,(6)

X∞ = (A−1b,A−2b, . . .) ∈ lnq или b ∈ L>1.(7)

7



В этих случаях справедливы представления:

Yp,∞ = Y∞Ep(∞) ∈ Kn,(8)

X p,∞ = X∞Ep(∞) ∈ Kn.(9)

Согласно (8) и (9) предельные множества Yp,∞, Xp,∞ представляют собой вы-
пуклые множества, а следовательно, для их конструктивного описания по-
средством алгебраических неравенств может быть использован функционал
Минковского [25, разд. 3, §2, гл. III]:

μ(u,U) = inf{t > 0: u ∈ tU}.
Продемонстрируем сложность вычисления функционала Минковского мно-
жеств (3) и (5) для произвольного значения параметра p, а также приведем
частный случай, когда данное описание удается построить.

Лемма 1. Пусть L1, L2 – нормированные пространства, U⊂L1 – выпук-
лое и ограниченное множество, 0 ∈ intU , B : L1 → L2 – линейный, сюръек-
тивный и ограниченный оператор.
Тогда

μ(x,BU) = inf
u∈B−1({x})

μ(u,U).

Доказательство леммы 1 и всех последующих утверждений приведено в
Приложении.

Получим следствия леммы 1, полагая L1 = lp, L2 = R
n, U = Ep(∞). Вы-

бор нормы в пространстве R
n несущественен, так как значение функциона-

ла Минковского не зависит от нормы, а в силу эквивалентности всех норм
в конечномерном пространстве [25] оператор B будет ограничен для любой
нормы в R

n. Но для краткости обозначений будем полагать R
n евклидовым

со скалярным произведением, определяемым соотношением

(x, y) = xTy =
n∑

i=1

xiyi.

Введем нелинейный оператор Ip(u) : lp → lq по формуле

Ip(u) =
(
sign(u1)|u1|p−1, sign(u2)|u2|p−1, . . .

)
.

Обратным оператором к Ip является оператор Iq. Через B∗ : Rn → lq обозна-
чим оператор, сопряженный к B.

Лемма 2. Пусть B ∈ lnq – сюръекция. Тогда для любого x ∈ R
n верно, что

μ(x,BEp(∞)) = ‖B∗λ‖q−1
lq

,

где λ ∈ R
n удовлетворяет условию

BIq(B
∗λ) = x.(10)

8



Согласно лемме 2 и представлениям (8) и (9) вычисление функциона-
ла Минковского для предельных множеств достижимости и управляемости
может быть сведено к решению системы нелинейных уравнений вида (10)
при выборе в качестве B операторов Y∞ и X∞ соответственно, что являет-
ся нетривиальной задачей в общем случае. Хотя при значении параметров
p = q = 2 решение системы можно получить в явном виде.

Сл ед с т в и е 1. Пусть p = q = 2, B ∈ lnq – сюръекция.
Тогда для любого x ∈ R

n верно, что

μ(x,BE2(∞)) =
√
xT(BB∗)−1x.

Применение следствия 1 для построения Y2,∞ и X2,∞ определяется воз-
можностью построить явно матрицу BB∗ ∈ R

n×n, что согласно определению
оператора B сводится к вычислению сходящегося ряда:

BB∗ =
∞∑
k=1

bkb
T
k ,

где B полагается равным Y∞ или X∞.

Лемма 3. Пусть A ∈ R
n×n обладает n линейно независимыми собствен-

ными векторами h1, . . . , hn ∈ C
n, соответствующими собственным значе-

ниям λ1, . . . , λn ∈ C, Λ = diag (λ1, . . . , λn), S = (h1, . . . , hn) ∈ C
n×n. Исполь-

зованы следующие обозначения:

H = S

⎛
⎜⎝β11 . . . β1n
...

. . .
...

βn1 . . . βnn

⎞
⎟⎠ST,

⎛
⎜⎝α11 . . . α1n
...

. . .
...

αn1 . . . αnn

⎞
⎟⎠ = S−1bbT(S−1)T, βij =

⎧⎨
⎩

αij

1− λiλj
, λiλj 	= 1,

0, λiλj = 1.

Тогда
1) в случае b ∈ L<1 верно представление

Y2,∞ = {x ∈ R
n : xTHY ,∞x � 1},

где HY ,∞ = H−1;
2) в случае b ∈ L>1 и detA 	= 0 верно представление

X 2,∞ =
{
x ∈ R

n : xTHX ,∞x � 1
}
,

где H−1
X ,∞ = −H−1.
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4. Предельные множества достижимости
и 0-управляемости как неподвижная точка

Приведем свойства принципа сжимающих отображений и неподвижных
точек, полезные для представления множеств (3) и (5). Известно, что множе-
ства (2) и (4) являются выпуклыми компактами и допускают представление
в виде образа Ep(∞) при линейном преобразовании [19, лемма 9]:

Yp(N) = YNEp(∞), YN = (b,Ab, . . . , AN−1b, 0, . . .) ∈ lnq ,(11)

Xp(N) =XNEp(∞), XN = (A−1b,A−2b, . . . , A−N b, 0, . . .) ∈ lnq , detA 	= 0.(12)

Представим операторы X∞ и Y∞ в качестве неподвижных точек сжимаю-
щего отображения. Для этого введем два линейных и ограниченных опера-
тора MULTA,R : lnq → lnq :

MULTAB
′ = (Ab1, Ab2, . . .), A ∈ R

n×n,

RB′ = (0, b1, b2, . . .).

Для произвольных A ∈ R
n×n, b ∈ R

n определим отображение FA,b : l
n
q → lnq

следующим образом:

FA,b(B
′) = R ◦MULTAB

′ + (b, 0, 0, . . .) = (b,Ab1, Ab2, . . .).(13)

Для произвольного M ∈ N через F
(M)
A,b : lnq → lnq обозначим M -кратную ком-

позицию отображения FA,b:

F
(M)
A,b (B

′) = (FA,b ◦ . . . ◦ FA,b︸ ︷︷ ︸
M

)(B′).

Лемма 4. Пусть Y∞ ∈ lnq . Тогда Y∞ – неподвижная точка отображе-
ния FA,b.

Лемма 5. Пусть detA 	= 0, X∞ ∈ lnq . Тогда X∞ – неподвижная точка
отображения FA−1,A−1b.

Лемма 6. Пусть все собственные значения матрицы A ∈ R
n×n по мо-

дулю строго меньше 1. Тогда для любого b ∈ R
n

1) существует M ∈ N такое, что AM : Rn
r → R

n
r – сжимающее отобра-

жение с коэффициентом сжатия αr ∈ [0; 1);

2) F
(M)
A,b – сжимающее отображение с коэффициентом сжатия αr.

Сл ед с т в и е 2. Пусть все собственные значения матрицы A ∈ R
n×n по

модулю строго меньше 1. Тогда Y∞ – единственная неподвижная точка
отображения FA,b. Если M ∈ N – такое число, что AM : Rn

r → R
n
r – сжи-

мающее отображением с коэффициентом сжатия αr ∈ [0; 1), то

‖Y∞ − YNM‖lnq � αN
r

1− αr
‖YM‖lnq .
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Сл ед с т в и е 3. Пусть все собственные значения матрицы A ∈ R
n×n по

модулю строго больше 1. Тогда X∞ – единственная неподвижная точка
отображения FA−1,A−1b. Если M ∈ N – такое число, что A−M : Rn

r → R
n
r –

сжимающее отображением с коэффициентом сжатия βr ∈ [0; 1), то

‖X∞ −XNM‖lnq � βNr
1− βr

‖XM‖lnq .

Оценки операторов Y∞ и X∞, полученные на основе метода простой ите-
рации в следствиях 2 и 3, можно также распространить на множества (3)
и (5).

Лемма 7. Пусть B′, C ′ ∈ lnq . Тогда

ρH(B′Ep(∞), C ′Ep(∞)) � ‖B′ − C ′‖lnq .

Те ор ем а 1. Пусть все собственные значения A ∈ R
n×n по модулю

строго меньше 1, M ∈ N такое, что отображение AM : Rn
r → R

n
r является

сжимающим с коэффициентом сжатия αr ∈ [0; 1). Тогда для любого N ∈ N

справедливо неравенство

ρH
(Yp,∞,Yp(NM)

)
� αN

r

1− αr
‖YM‖lnq .

Те ор ем а 2. Пусть все собственные значения A ∈ R
n×n по модулю

строго больше 1, M ∈ N такое, что отображение A−M : Rn
r → R

n
r является

сжимающим с коэффициентом сжатия βr ∈ [0; 1). Тогда для любого N ∈ N

справедливо неравенство

ρH
(X p,∞,Xp(NM)

)
� βNr

1− βr
‖XM‖lnq .

Следствие 2 и теорема 1 базируются на том, что построенный опера-
тор F

(M)
A,b оказывается сжимающими, если аналогичным свойством обладает

матрица AM , а также он наследует коэффициент сжатия данной матрицы.
Добиться того, чтобы для некоторого M ∈ N отображение AM оказалось сжа-
тием, возможно в том и только в том, случае, если все собственные значения A
по модулю строго меньше 1. Следует отметить, что данное условие является
только достаточным условием ограниченности предельного множества дости-
жимости Yp,∞, но не необходимым. Необходимое и достаточное условие огра-
ниченности представляет собой включение b ∈ L<1 [19]. Даже если матрица A
обладает собственными значениями, большими либо равными по модулю 1,
при выполнении условия b ∈ L<1 множество Yp,∞ будет ограниченным, одна-
ко непосредственно использовать аппарат сжимающих отображений для его
построения окажется невозможным в силу отсутствия коэффициента сжатия
у матрицы AM при любом M ∈ N.
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Тем не менее при b ∈ L<1 можно сузить фазовое пространство системы (1)
до инвариантного подпространства L<1, на котором отображение A будет об-
ладать только собственными значениями, строго меньшими 1 по модулю. Это
позволит воспользоваться следствием 2 и теоремой 1 для построения множе-
ства Yp,∞. Аналогичные рассуждения справедливы и для множества Xp,∞,
следствия 3 и теоремы 2 при замене A на A−1, b на A−1b и L<1 на L>1.

Отдельно следует отметить случай, когда при разложении b по веществен-
ному жорданову базису A компоненты, соответствующие L=1, оказываются
отличными от 0, т.е. A обладает собственными значениями, равными по моду-
лю 1. Тогда неограниченными оказываются оба множества Yp,∞ и Xp,∞, что
не позволяет представить их в виде неподвижных точек сжимающих отобра-
жений.

5. Метод построения внешних оценок предельных множеств

Рассмотрим вопросы конструирования внешних оценок множеств Yp,∞
и Xp,∞. В [19] предложены методы построения множеств Yp(N) и Xp(N) для
любого произвольного N ∈ N на основе точного описания их опорных функ-
ций. При этом теоремы 1 и 2 дают априорную оценку точности при рассмот-
рении множеств (2) и (4) в качестве внутренней аппроксимации предельных
множеств (3) и (5) соответственно. В сочетании со свойствами расстояния
Хаусдорфа это позволяет также построить внешнюю аппроксимацию.

Для этого обозначим через Br
R(x0) ⊂ R

n
r шар радиуса R с центров в x0 в

пространстве R
n
r .

Те ор ем а 3. Пусть все собственные значения A ∈ R
n×n по модулю

строго меньше 1, M ∈ N такое, что отображение AM : Rn
r → R

n
r является

сжимающим с коэффициентом сжатия αr ∈ [0; 1). Тогда для любого N ∈ N

справедливо включение

Yp,∞ ⊂ Yp(NM) + Br
RN

(0),

RN =
αN
r

1− αr
‖YM‖lnq .

Те ор ем а 4. Пусть все собственные значения A ∈ R
n×n по модулю

строго больше 1, M ∈ N такое, что отображение A−M : Rn
r → R

n
r является

сжимающим с коэффициентом сжатия βr ∈ [0; 1). Тогда для любого N ∈ N

справедливо включение

Xp,∞ ⊂ Xp(NM) + Br
RN

(0),

RN =
βNr

1− βr
‖XM‖lnq .

Поскольку величина RN в предположениях теорем 3 и 4 стремится к 0, они
позволяют построить с произвольной степенью точности внешние оценки пре-
дельных множеств достижимости Yp,∞ и 0-управляемости Xp,∞ системы (1)
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в предположении, что множества достижимости {Yp(N)}∞N=0 и 0-управляе-
мости {Xp(N)}∞N=0 за конечное число шагов построены. Для их построения
можно воспользоваться результатами, представленными в [19, теорема 1], где
для управляемых по Каллману систем для множеств (2) и (4) в явном виде
указано описание произвольной опорной гиперплоскости и точки касания в
зависимости от выбранного опорного вектора.

Определенную сложность составляет вычисление значений величинM , αr,
βr, ‖YM‖lnq и ‖XM‖lnq . В общем случае αr представляет собой операторную
норму AM : Rn

r → R
n
r :

αr = max
‖x‖r�1

‖AMx‖r.(14)

Задача выпуклого программирования (14) может быть решена числено для
выбранного значения параметра r ∈ [1;∞]. При этом для значений r ∈
∈ {1, 2,∞} известны аналитические представления [25]:

α1 = max
1�j�n

n∑
i=1

|aij |, α2 =

√√√√ n∑
i=1

n∑
j=1

a2ij, α∞ = max
1�i�n

n∑
j=1

|aij |,

где через aij обозначены компоненты матрицы AM . Значение βr определяется
аналогичным образом при замене матрицы A на A−1.

Величина M может быть определена через последовательное вычисление
αr или βr, пока не будет выполнено условие αr ∈ [0; 1) при построении Yp,∞
или βr ∈ [0; 1) при построении Xp,∞. Априорные оценки M неизвестны, хотя
для случая, когда A обладает n линейно независимыми собственными векто-
рами, M = 1.

Методы вычисления ‖YM‖lnq и ‖XM‖lnq представим в виде следующей тео-
ремы.

Те ор ем а 5. Пусть для некоторого M ∈ N верно представление

B′ =

⎛
⎜⎝y1

...
yn

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝b11 . . . b1M 0 . . .
...

...
...

bn1 . . . bnM 0 . . .

⎞
⎟⎠ ∈ lnq .

Тогда справедливы следующие оценки:
1) для всех r ∈ [1;∞) и p > 1 вычисление ‖B′‖lnq сводится к решению за-

дачи выпуклого программирования:

(
‖B′‖lnq

)r
= max

M∑

k=1
|uk|p=1

n∑
i=1

∣∣∣∣∣
M∑
k=1

bikuk

∣∣∣∣∣
r

;
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2) для всех r ∈ [1;∞) и p > 1

‖B′‖lnq �

⎛
⎝ n∑

i=1

(
M∑
k=1

|bik|q
) r

q

⎞
⎠

1
r

;

3) если M = 1, то

‖B′‖lnq =

(
n∑

i=1

|bi1|r
) 1

r

;

4) если r = p = 2, то

‖B′‖lnq =
√

max
λ∈σ(BTB)

|λ|,

B =

⎛
⎜⎝b11 . . . b1M
...

...
bn1 . . . bnM

⎞
⎟⎠ ∈ R

n×M ,

σ(A) = {λ ∈ C : λ – собственное значение A};
5) если r = ∞, то

‖B′‖lnq = max
i=1,n

(
M∑
k=1

|bik|q
) 1

q

;

если r = 1, то

‖B′‖lnq = max
γi∈{−1;1}

i=1,n

(
M∑
k=1

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

γibik

∣∣∣∣∣
q) 1

q

.

Теорема 5 позволяет использовать внешние оценки, полученные в теоре-
мах 3 и 4, при любом значении параметра r. Однако с точки зрения удобства
наиболее подходящими являются значения r = 1 и r = ∞, так как в данных
случаях известны аналитические выражения для αr, βr и ‖YM‖lnq , ‖XM‖lnq ,
а шар Br

R(0) является многогранником:

B1
R(0) = conv

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

⎛
⎜⎜⎜⎝
±1
0
...
0

⎞
⎟⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎜⎝

0
±1
...
0

⎞
⎟⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎜⎝

0
0
...
±1

⎞
⎟⎟⎟⎠

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭ ,

B∞
R (0) = conv

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

⎛
⎜⎜⎜⎝
γ1
γ2
...
γn

⎞
⎟⎟⎟⎠ : γi ∈ {−1; 1}, i = 1, n

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭ .
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6. Примеры

Продемонстрирующие результаты теорем 3–5 на примерах.

Прим ер 1. Пусть для p = 4
3 система (1) имеет следующие матрицы:

A = 0,9

(
cos(2) sin(2)
− sin(2) cos(2)

)
, b =

(
2
2

)
.(15)

Рассмотрим два значения r ∈ {1,∞}. Положим M = 4. Тогда соответствую-
щие операторные нормы AM , определяемые соотношениями (14), примут зна-
чения

α1 = α∞ = 0,4648.

С учетом пп. 5 и 6 теоремы 5 справедливы равенства

‖YM‖ln4 =

{
4,0976, r = 1,

2,4962, r = ∞.

Вычислим согласно теореме 3 значение RN для различных N ∈ {1, 2, 3, 4}.
В случае r = 1 получим следующие результаты:

R1 = 3,5592, R2 = 1,6545, R3 = 0,7691, R4 = 0,3575.

В случае r = ∞ получим следующие результаты:

R1 = 2,1681, R2 = 1,0078, R3 = 0,4685, R4 = 0,2178.

Тогда можно построить оценки множества Y 4
3
,∞ согласно теореме 3. Ре-

зультаты представлены на рис. 1 и 2. Множества Y 4
3
(4), Y 4

3
(8), Y 4

3
(12), Y 4

3
(16)

построены на основе метода, представленного в [19]. Пунктирными линиями
обозначены внешние оценки множества Y 4

3
,∞ для различных N ∈ {1, 2, 3, 4}

при r = 1 на рис. 1 и при r = ∞ на рис. 2.

Прим ер 2. Пусть для p = 4 система (1) имеет следующие матрицы:

A =

(
0,8 0,2
0 0,7

)
, b =

(
1
2

)
.(16)

Рассмотрим два значения r ∈ {1,∞}. Положим M = 4. Тогда соответствую-
щие операторные нормы AM , определяемые соотношениями (14), примут зна-
чения

α1 = 0,5791, α∞ = 0,7486.

С учетом пп. 5 и 6 теоремы 5 справедливы равенства

‖YM‖ln4 =

{
6,8891, r = 1,

3,6717, r = ∞.
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Рис. 1. Множества достижимости Y 4
3
(4), Y 4

3
(8), Y 4

3
(12), Y 4

3
(16) (сплошные

линии) и оценки Y 4
3 ,∞ (пунктирные линии), полученные на основе теоремы 3

для r = 1 и матриц системы (15).

Рис. 2. Множества достижимости Y 4
3
(4), Y 4

3
(8), Y 4

3
(12), Y 4

3
(16) (сплошные

линии) и оценки Y 4
3 ,∞ (пунктирные линии), полученные на основе теоремы 3

для r = ∞ и матриц системы (15).
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Рис. 3. Множества достижимости Y4(4), Y4(8), Y4(12), Y4(16) (сплошные ли-
нии) и оценки Y4,∞ (пунктирные линии), полученные на основе теоремы 3 для
r = 1 и матриц системы (16).

Рис. 4. Множества достижимости Y4(4), Y4(8), Y4(12), Y4(16) (сплошные ли-
нии) и оценки Y4,∞ (пунктирные линии), полученные на основе теоремы 3 для
r = ∞ и матриц системы (16).
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Вычислим согласно теореме 3 значение RN для различных N ∈ {1, 2, 3, 4}.
В случае r = 1 получим следующие результаты:

R1 = 9,4784, R2 = 5,4890, R3 = 3,1887, R4 = 1,8408.

В случае r = ∞ получим следующие результаты:

R1 = 10,9333, R2 = 8,1847, R3 = 6,1271, R4 = 4,5867.

Тогда можно построить оценки множества Y4,∞ согласно теореме 3. Ре-
зультаты представлены на рис. 3 и 4. Множества Y4(4), Y4(8), Y4(12), Y4(16)
построены на основе метода, представленного в [19]. Пунктирными линиями
обозначены внешние оценки множества Y4,∞ для различных N ∈ {1, 2, 3, 4}
при r = 1 на рис. 3 и при r = ∞ на рис. 4.

В примере 1 точность аппроксимации оказалась выше для r = ∞, в то
время как в примере 2 более качественные результаты получаются при r = 1.
В общем случае допустимо вычислить оценки для различных значений пара-
метра r ∈ [1;∞], а итоговую оценку рассматривать в виде их пересечения.

Прим ер 3. Рассмотрим отдельно случай p = 2, для которого предельные
множества достижимости можно построить явно на основе леммы 3. Отме-
тим, что с точки зрения леммы 3 не существенно, являются собственные
значения матрицы A действительными или комплексными. В промежуточ-
ных вычислениях при построении матрицы HY ,∞ могут использоваться ком-
плексные числа, но результирующая матрица квадратичной формы, которая
определяет структуру Y2,∞, в любом случае окажется действительной.

Для случая (15) верно, что

λ1 = −0,3329 + 0,7274i, λ2 = −0,3329 − 0,7274i, S =

(
0,7071 0,7071
0,7071i −0,7071i

)
,(

α11 α12

α21 α22

)
=

(−4i 4
4 4i

)
,(

β11 β12
β21 β22

)
=

(−0,8625 − 2.5257i 11,1111
11,1111 −0,8625 + 2.5257i

)
.

Отсюда окончательно получим

HY ,∞ =

(
0,1029 −0,0217
−0,0217 0,0881

)
.

Результаты представлены на рис. 5. Множества Y2(2), Y2(3), Y2(4), Y2(5) по-
строены на основе метода из [19].

Аналогично для случая (16) верно, что

λ1 = −0,8, λ2 = −0,7, S =

(
1 −0,8944
0 0,4472

)
,(

α11 α12

α21 α22

)
=

(
25 22,3607

22,3607 20

)
,

(
β11 β12
β21 β22

)
=

(
69,4444 50,8197
50,8197 39,5197

)
.
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Рис. 5. Множества достижимости Y2(2), Y2(3), Y2(4), Y2(5) (сплошные ли-
нии) и Y2,∞ (пунктирная линия), полученные на основе леммы 3 и матриц
системы (15).

Рис. 6. Множества достижимости Y2(2), Y2(3), Y2(4), Y2(5) (сплошные ли-
нии) и Y2,∞ (пунктирная линия), полученные на основе леммы 3 и матриц
системы (16).
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Отсюда окончательно получим

HY ,∞ =

(
0,2788 −0,2503
−0,2503 0,3522

)
.

Результаты представлены на рис. 6. Множества Y2(2), Y2(3), Y2(4), Y2(5)
построены на основе метода из [19].

Прим ер 4. С учетом соотношений (12) и (11) результаты примера 1 и
рис. 1 и 2 соответствуют аналогичным построениям для множеств 0-управ-
ляемости {X 4

3
(N)}∞N=0 и X 4

3
,∞ при замене A на A−1 и b на A−1b:

A =
10

9

(
cos(2) − sin(2)
sin(2) cos(2)

)
, b =

⎛
⎜⎝
10

9
(cos(2) − sin(2))

10

9
(cos(2) + sin(2))

⎞
⎟⎠ .

Также результаты примера 2 и рис. 3 и 4 соответствуют аналогичным
построениям для множеств 0-управляемости {X4(N)}∞N=0 и X4,∞ при замене
A на A−1 и b на A−1b:

A =

⎛
⎜⎝
5

4
− 5

14

0
10

7

⎞
⎟⎠ , b =

⎛
⎜⎝
15

28
20

7

⎞
⎟⎠ .

7. Заключение

В статье рассмотрена задача построения предельных множеств достижи-
мости и 0-управляемости для стационарных линейных дискретных систем
с суммарным ограничением на скалярное управление. Продемонстрировано,
что в общем случае вычисление функционала Минковского для данных мно-
жеств сводится к операции проектирования шара из нормированного про-
странства lp на конечномерное фазовое пространство и к решению систем
нелинейных уравнений. Для случая квадратичных ограничений и диагона-
лизируемой матрицы системы составленные уравнения удается решить ана-
литически, что позволяет описать функционал Минковского в явном виде.
В общем случае предельные множества достижимости и 0-управляемости
удается представить в виде неподвижных точек сжимающего отображения
в метрическом пространстве компактов, коэффициент сжатия которого воз-
можно вычислить численно. Данный факт позволяет оценить погрешность
метода простой итерации при построении исследуемых множеств, что в соче-
тании со свойствами метрики Хаусдорфа приводит к возможности построить
их внешние оценки произвольного порядка точности. В частном случае при
выборе в качестве нормы в фазовом пространстве нормы Минковского или
Чебышева результирующие оценки обладают полиэдральной структурой.
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В дальнейшем предполагается обобщить полученные результаты на систе-
мы с векторным управлением. В частности, для этого требуется разработать
модель учета суммарных ограничений, например, посредством использова-
ния функционала Минковского относительно некоторого «ценового» множе-
ства. Другой проблемой является построение рекуррентного описания для
множеств достижимости и 0-управляемости, которое позволило бы искать их
предельные аналоги в виде неподвижных точек подобно результатам, полу-
ченным для случая раздельных ограничений на управление в каждый момент
времени [15].

ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 1. По определению функционала Минков-
ского для любого x ∈ L2 верны соотношения

μ(x,BU) = inf{t > 0: x ∈ tBU} = inf{t > 0: ∃u ∈ tU , x = Bu} =

= inf{t > 0: ∃u ∈ B−1({x}), u ∈ tU} = inf
u∈B−1({x})

inf{t > 0: u ∈ tU} =

= inf
u∈B−1({x})

μ(u,U).

Лемма 1 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 2. Поскольку в силу теоремы Рисса опера-
тор B линеен и ограничен, то согласно лемме 1

(μ(x,BEp(∞)))p =

(
inf

u∈B−1({x})
μ(u, Ep(∞))

)p

= inf
Bu=x
u∈lp

∞∑
k=1

|uk|p.(Π.1)

Для решения оптимизационной задачи (Π.1) воспользуемся методом
множителей Лагранжа для бесконечномерных пространств [29]. Функция
Лагранжа для λ ∈ R

n имеет вид

L(u, λ) =
∞∑
k=1

|uk|p + λT(x−Bu).

Тогда поиск минимума в задаче (Π.1) сводится к решению системы уравнений⎧⎨
⎩

∂L

∂uk
= 0, k ∈ N,

Bu = x,

{
pIp(u)−B∗λ = 0,

Bu = x,⎧⎨
⎩u = I−1

p

(
1

p
B∗λ

)
= Iq

(
1

p
B∗λ

)
,

Bu = x.
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Отсюда с учетом (Π.1) и тождества
∞∑
k=1

|uk|p = (u, Ip(u)) следует, что

(μ(x,BEp(∞))p =

(
Iq

(
1

p
B∗λ

)
, Ip

(
Iq

(
1

p
B∗λ

)))
=

=

(
Iq

(
1

p
B∗λ

)
,
1

p
B∗λ

)
=

∥∥∥∥1pB∗λ
∥∥∥∥q

lq

,

BIq

(
1

p
B∗λ

)
= x.

Переобозначив 1
pλ на λ, окончательно получим

μ(x,BEp(∞)) = ‖B∗λ‖
q
p

lq
= ‖B∗λ‖q−1

lq
,

где λ ∈ R
n определяется из (10).

Лемма 2 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о с л е д с т в и я 1. По определению оператор I2 являет-
ся тождественным. Тогда условие (10) примет вид

BB∗λ = x.

Поскольку B сюръективен, то оператор BB∗ : Rn → R
n и порождающая его

матрица обратимы, что приводит к соотношению

λ = (BB∗)−1x.

С учетом леммы 2 получим

μ(x,BE2(∞)) = ‖B∗(BB∗)−1x‖2 =
√

(B∗(BB∗)−1x,B∗(BB∗)−1x) =

=
√
xT(BB∗)−1x.

Следствие 1 доказано.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 3. Положим B = Y∞. Тогда с учетом спек-
трального разложения матрицы A = SΛS−1 для всех k ∈ N верны равенства

bkb
T
k = Ak−1bbT(Ak−1)T = SΛk−1S−1bbT(S−1)TΛk−1ST =

= Sdiag (λk−1
1 , . . . , λk−1

n )

⎛
⎜⎝α11 . . . α1n

...
. . .

...
αn1 . . . αnn

⎞
⎟⎠ diag (λk−1

1 , . . . , λk−1
n )ST =

= S

⎛
⎜⎝(λ1λ1)

k−1α11 . . . (λ1λn)
k−1α1n

...
. . .

...
(λnλ1)

k−1αn1 . . . (λnλn)
k−1αnn

⎞
⎟⎠ST.
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В силу включения b ∈ L<1 коэффициенты αij равны нулю для всех i, j = 1, n
таких, что хотя бы одно из двух собственных значений λi или λj оказывается
по модулю больше либо равно 1:

αij = 0, если |λi| � 1 или |λj | � 1.(Π.2)

Отсюда с учетом выражения для суммы бесконечной убывающей геометри-
ческой прогрессии следует равенство

∞∑
k=1

(λiλj)
k−1αij =

⎧⎨
⎩

αij

1− λiλj
, |λi| < 1 и |λj | < 1,

0, |λi| � 1 или |λj | � 1,

которое в силу (Π.2) совпадает с определением βij .
Тогда верна следующая цепочка равенств:

BB∗ =
∞∑
k=1

bkb
T
k = S

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

∞∑
k=1

(λ1λ1)
k−1α11 . . .

∞∑
k=1

(λ1λn)
k−1α1n

...
. . .

...
∞∑
k=1

(λnλ1)
k−1αn1 . . .

∞∑
k=1

(λnλn)
k−1αnn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
ST =

= S

⎛
⎜⎝β11 . . . β1n

...
. . .

...
βn1 . . . βnn

⎞
⎟⎠ST = H.

Отсюда с учетом следствия 1 вытекает равенство HY ,∞ = H−1.
Второй пункт леммы 3 доказывается аналогично при переобозначении B =

= X∞.
Лемма 3 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 4. Доказательство вытекает непосредствен-
но из (6) и (13).

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 5. Доказательство вытекает непосредствен-
но из (7) и (13).

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 6. Так как все собственные значения матри-
цы A по модулю строго меньше 1, согласно [22, теорема 5.6.12] ‖Ak‖ k→∞−→ 0.
Тогда по определению предела для αr ∈ [0; 1) найдется M ∈ N такое, что
‖AM‖ = sup

‖x‖r�1
‖AMx‖r < αr. Поскольку справедливо неравенство

‖AM (x− y)‖r � ‖AM‖‖x− y‖r � αr‖x− y‖r,

AM является сжатием с коэффициентом αr ∈ [0; 1).
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Пусть B′ = (b1, b2, . . .) ∈ lnq , C ′ = (c1, c2, . . .) ∈ lnq . Тогда∥∥∥F(M)
A,b (B

′)− F
(M)
A,b (C

′)
∥∥∥
lnq

=
∥∥(b,Ab, . . . AM−1b,AM b1, A

M b2, . . .)−

− (b,Ab, . . . AM−1b,AM c1, A
Mc2, . . .)

∥∥
lnq

=

=
∥∥(0, . . . , 0, AM (b1 − c1), A

M (b2 − c2), . . .)
∥∥
lnq

=

=
∥∥(AM (b1 − c1), A

M (b2 − c2), . . .)
∥∥
lnq

=

= sup
u∈Ep(∞)

‖(AM (b1 − c1), A
M (b2 − c2), . . .)u‖r =

= sup
u∈Ep(∞)

∥∥∥∥∥
∞∑
k=1

AM (bk − ck)uk

∥∥∥∥∥
r

= sup
u∈Ep(∞)

∥∥∥∥∥AM
∞∑
k=1

bkuk −AM
∞∑
k=1

ckuk

∥∥∥∥∥
r

�

� sup
u∈Ep(∞)

αr

∥∥∥∥∥
∞∑
k=1

bkuk −
∞∑
k=1

ckuk

∥∥∥∥∥
r

= αr‖B′ − C ′‖lnq .

Лемма 6 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о с л е д с т в и я 2. В силу теоремы 6 отображе-
ние F

(M)
A,b – сжатие, при этом пространство lnq полное. Тогда в силу принципа

сжимающих отображения Банаха [25] существует единственная неподвижная
точка F

(M)
A,b . При этом по построению неподвижная точка отображения FA,b

должна являться также неподвижной точкой отображения F
(M)
A,b . С учетом

леммы 4 единственной неподвижной точкой F
(M)
A,b является Y∞ ∈ lnq . Откуда

следует, что Y∞ является единственной неподвижной точкой FA,b.

Заметим, что справедливо представление F
(NM)
A,b (O) = YNM , где через

O : lp → R
n
r обозначен нулевой оператор, который отождествляется с нулевой

последовательностью (0, 0, . . .) ∈ lnq . Тогда согласно теореме 6

‖Y∞ − YNM‖lnq =
∥∥∥F(M)

A,b (Y∞)− F
(M)
A,b

(
F
(NM−M)
A,b (O)

)∥∥∥
lnq

�

� αr

∥∥∥Y∞ − F
(NM−M)
A,b (O)

∥∥∥
lnq

�

� αr

∥∥∥Y∞ −F
(NM)
A,b (O)

∥∥∥
lnq
+ αr

∥∥∥F(NM)
A,b (O)− F

(NM−M)
A,b (O)

∥∥∥
lnq

�

� αr

∥∥∥Y∞ − F
(NM)
A,b (O)

∥∥∥
lnq
+ αN

r

∥∥∥F(M)
A,b (O)−O

∥∥∥
lnq

=

= αr ‖Y∞ − YNM‖lnq + αN
r ‖YM‖lnq ,

‖Y∞ − YNM‖lnq � αN
r

1− αr
‖YM‖lnq .

Следствие 2 доказано.
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Дока з а т е л ь с т в о с л е д с т в и я 3. Доказательство вытекает из след-
ствия 2 при замене A на A−1, b на A−1b в совокупности с леммой 5 и тем
фактом, что собственные значения A−1 взаимно обратны собственным зна-
чениям A [28].

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 7. Рассмотрим величину

ρH(B′Ep(∞), C ′Ep(∞)) =

= max

{
sup

x∈B′Ep(∞)
inf

y∈C′Ep(∞)
‖x− y‖r; sup

x∈C′Ep(∞)
inf

y∈B′Ep(∞)
‖x− y‖r

}
=

= max

{
sup

u∈Ep(∞)
inf

v∈Ep(∞)
‖B′u− C ′v‖r; sup

u∈Ep(∞)
inf

v∈Ep(∞)
‖C ′u−B′v‖r

}
,

sup
u∈Ep(∞)

inf
v∈Ep(∞)

‖C ′u−B′v‖r = sup
u∈Ep(∞)

inf
v∈Ep(∞)

‖B′u− C ′v‖r =

= sup
u∈Ep(∞)

inf
v∈Ep(∞)

‖B′u− C ′u+ C ′u− C ′v‖r �

� sup
u∈Ep(∞)

inf
v∈Ep(∞)

(‖B′u− C ′u‖r + ‖C ′u− C ′v‖r) =

= sup
u∈Ep(∞)

(
‖(B′ − C ′)u‖r + inf

v∈Ep(∞)
‖C ′(u− v)‖r

)
=

= sup
u∈Ep(∞)

‖(B′ − C ′)u‖r = ‖B′ − C ′‖lnq .

Окончательно получим

ρH(B′Ep(∞), C ′Ep(∞)) � ‖B′ − C ′‖lnq .

Лемма 7 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 1. Доказательство следует непосредствен-
но из следствия 2, представлений (11) и (8) и леммы 7.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 2. Доказательство следует непосредствен-
но из следствия 3, представлений (12) и (9) и леммы 7.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 3. Как известно [27], для любых X ,Y ∈
∈ Kn, удовлетворяющих условию ρH(X ,Y) � R, верно включение

X ⊂ Y + Br
R(0).

Отсюда с учетом теоремы 1 следует теорема 3.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 4. Доказательство аналогично доказа-
тельству теоремы 3 при замене теоремы 1 на теорему 2.
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Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 5. 1). Пункт 1 следует из определения
операторной нормы и того факта, что максимум выпуклой функции дости-
гается на границе выпуклого множества [22]:

‖B′‖lnq = sup
u∈Ep(∞)

‖B′u‖r = sup
∞∑

k=1
|uk|p=1

(
n∑

i=1

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

bikuk

∣∣∣∣∣
r) 1

r

=

=

⎛
⎜⎜⎝ sup

∞∑

k=1

|uk|p=1

n∑
i=1

∣∣∣∣∣
M∑
k=1

bikuk

∣∣∣∣∣
r

⎞
⎟⎟⎠

1
r

=

⎛
⎜⎜⎝ max

M∑

k=1

|uk|p=1

n∑
i=1

∣∣∣∣∣
M∑
k=1

bikuk

∣∣∣∣∣
r

⎞
⎟⎟⎠

1
r

.

2). В силу неравенства Гельдера из п. 1 следует п. 2:

‖B′‖lnq �

⎛
⎜⎜⎝ max

M∑

k=1
|uk|p=1

n∑
i=1

⎡
⎣(

M∑
k=1

|bik|q
) 1

q
(

M∑
k=1

|uk|p
) 1

p

⎤
⎦
r
⎞
⎟⎟⎠

1
r

=

=

⎛
⎝ n∑

i=1

(
M∑
k=1

|bik|q
) r

q

⎞
⎠

1
r

.

3). Также при M = 1 из п. 1 следует п. 3:

‖B′‖lnq =

(
max

|u1|p=1

n∑
i=1

|bi1u1|r
) 1

r

=

(
n∑

i=1

|bi1|r
) 1

r

.

4). При r = p = 2 операторную норму можно представить в терминах ска-
лярного произведения в R

n
2 :

(x, y) =

n∑
i=1

xiyi.

Тогда с учетом п. 1 верно представление(
‖B′‖lnq

)2
= max

u∈RM :
(u,u)=1

(Bu,Bu) = max
u∈RM :
(u,u)=1

(u,BTBu).

Согласно методу множителей Лагранжа [29] точка максимума рассматривае-
мой оптимизационной задачи u∗ ∈ R

M удовлетворяет следующим условиям:{∇ (
(u,BTBu) + λ(1− (u, u))

)
= 0,

(u, u) = 1,

{
2BTB − 2λu = 0,
(u, u) = 1,

{
(BTB − λI)u = 0,
(u, u) = 1.
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Тогда по определению u∗ является нормированным собственным вектором
матрицы BTB, соответствующим собственному значению λ∗, т.е.(

‖B′‖lnq
)2

= (u∗, BTBu∗) = (u∗, λ∗u∗) = λ∗.

П. 4 полностью доказан.
5). П. 5 следует из представления операторной нормы B′ и теоремы Рисса

о норме линейного и ограниченного функционала в lp [25]:

‖B′‖lnq = sup
u∈Ep(∞)

max
i=1,n

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

bikuk

∣∣∣∣∣ =

= max
i=1,n

( ∞∑
k=1

|bik|q
) 1

q

= max
i=1,n

(
M∑
k=1

|bik|q
) 1

q

.

6). Для доказательства п. 6 учтем представление |γ| = max{γ,−γ} для
любого γ ∈ R и рассмотрим цепочку равенств

‖B′‖lnq = sup
u∈Ep(∞)

n∑
i=1

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

bikuk

∣∣∣∣∣ = sup
u∈Ep(∞)

n∑
i=1

max
γi∈{−1;1}

(
γi

∞∑
k=1

bikuk

)
=

= max
γi∈{−1;1}

i=1,n

sup
u∈Ep(∞)

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

(
n∑

i=1

γibik

)
uk

∣∣∣∣∣ = max
γi∈{−1;1}

i=1,n

( ∞∑
k=1

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

γibik

∣∣∣∣∣
q) 1

q

=

= max
γi∈{−1;1}

i=1,n

(
M∑
k=1

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

γibik

∣∣∣∣∣
q) 1

q

.

Теорема 5 полностью доказана.
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КОМПОЗИТНЫЙ НАБЛЮДАТЕЛЬ ЛИНЕЙНОЙ НЕСТАЦИОНАРНОЙ
СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННОЙ СИСТЕМЫ

С КВАЗИДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ1

Для линейной нестационарной сингулярно возмущенной системы с ма-
лым параметром μ при части производных и квазидифференцируемы-
ми коэффициентами установлены условия существования и построены
μ-асимптотические композитные наблюдатели полного и редуцированно-
го порядков. Ошибка оценивания состояния с произвольным наперед за-
данным показателем экспоненциального убывания сходится к бесконечно
малой величине того же порядка малости, что и малый параметр. Век-
торы коэффициентов усиления наблюдателей выражены через коэффи-
циенты усиления не зависящих от малого параметра подсистем меньшей
размерности, чем исходная, а на параметры исходной системы накладыва-
ются требования более слабые, чем ранее известные. Приведен конструк-
тивный алгоритм расчета вектора коэффициентов усиления композитно-
го наблюдателя.

Ключевые слова: робастный наблюдатель, нестационарная сингулярно
возмущенная система, квазидифференцируемость.

DOI: 10.31857/S0005231024040029, EDN: ZGWOOJ

1. Введение

Проблема оценивания cостояний динамических систем по доступной ин-
формации актуальна в связи с ее важностью для различных систем пози-
ционирования (определения местоположения) объектов управления. Однако
в реальных ситуациях непосредственное измерение вектора состояния может
быть затруднительно (по соображениям стоимости, из-за технологических
ограничений и т.п.). В таком случае оценивать состояния можно с помощью
специально построенной динамической системы, называемой наблюдателем
(оценщиком, эстиматором, идентификатором). На вход наблюдателя подает-
ся выходная функция исходной системы, а его состояние должно в том или
ином смысле приближать состояние исходной системы [1–6]. Если с увеличе-
нием времени состояние наблюдателя сходится к фазовому вектору системы,

1 Исследование выполнено при финансовой поддержке Министерства образования Рес-
публики Беларусь в рамках государственной программы научных исследований Республи-
ки Беларусь на 2021–2025 годы (шифр задания «Конвергенция 1.2.04»).
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то наблюдатель называется асимптотическим. Если, кроме того, имеет ме-
сто экспоненциальная сходимость, то такой наблюдатель называется экспо-
ненциальным.

Определение наблюдателя впервые введено Люенбергером в его диссерта-
ции в 1963 г. (см. также [7, 8]). Он показал, что для каждой наблюдаемой ли-
нейной системы может быть спроектирован наблюдатель, который сам явля-
ется линейной системой, с ошибкой оценивания, стремящейся к нулю с задан-
ной скоростью. При этом задача построения наблюдателя сводится к выбору
коэффициента усиления, который рассчитывается по параметрам системы и
не зависит от выхода [8].

Сингулярно возмущенные системы (СВС) с малым параметром μ при ча-
сти производных широко распространены в приложениях в авиации, химии,
электротехнике, механике и др. как модели многотемповых процессов при
моделировании динамики летательных аппаратов, химических реакций, дви-
жений роботов-манипуляторов и т.п. (см. обзоры [9–13] и ссылки там). Для
СВС в зависимости от информации о малом параметре и потребностей прило-
жений можно рассматривать различные постановки задач наблюдения: при
известном значении малого параметра μ [14], при известном замкнутом ин-
тервале значений малого параметра μ ∈ [μ, μ]⊂ (0, μ0] [15], при неизвестном
значении малого параметра μ [16]. Выделяют также постановки в зависи-
мости от состава оцениваемых компонент: наблюдение как медленных, так
и быстрых компонент, или только медленных компонент (см. [10] и ссыл-
ки там). В приложениях точное значение малого параметра μ может быть
неизвестно. Поэтому важно, чтобы наблюдатели обеспечивали «хорошую»
оценку состояния всему μ-параметрическому семейству СВС при различных
реализациях параметра μ. Наблюдатели, обеспечивающие получение оценок
состояний системы в условиях, когда модель системы точно не известна, на-
зываются робастными наблюдателями.

В зависимости от размерности наблюдателя выделяют [1, c. 379] наблюда-
тели полного порядка, состояние которых имеет ту же размерность, что и со-
стояние наблюдаемой системы, а также наблюдатели пониженного порядка,
размерность состояний которых меньше (на размерность выхода). Выделение
в СВС быстрых динамик, при описании которых в модели появляется малый
параметр, позволяет дополнительно редуцировать наблюдатели.

Использование многотемповой структуры СВС позволяет при построении
наблюдателей оперировать системами меньшего размера, чем исходная – раз-
деленными по временным шкалам подсистемами медленных и быстрых дви-
жений (см. [14, 16, 17]). При этом коэффициенты усиления для наблюдателя
исходной СВС можно рассчитать в виде композиции коэффициентов усиле-
ния отдельно спроектированных наблюдателей медленной и быстрой подси-
стем. Такой подход для построения композитного [14] наблюдателя применя-
ется в [17] для линейных стационарных СВС (ЛССВС). В [16] для ЛССВС
введено понятие и обосновано построение μ-асимптотических наблюдателей,
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для которых ошибка оценивания состояния с произвольным наперед задан-
ным показателем экспоненциального убывания сходится к бесконечно малой
величине того же порядка малости, что и малый параметр. В [14] описа-
на конструкция μ-асимптотического наблюдателя полного порядка линейной
нестационарной СВС (ЛНСВС), однако правила построения таких наблю-
дателей там не приведены. Исследования по проектированию наблюдателей
медленных состояний нелинейных СВС можно найти в [18–21] и цитируемых
там работах.

Многие реальные динамические системы описываются моделями, парамет-
ры которых зависят от времени. Конструктивные методы анализа и синтеза
нестационарных систем удается получить для систем, приводимых к стацио-
нарным [22]. Нестационарные системы могут возникать при линеаризации
стационарных нелинейных систем. Линеаризация нестационарных систем мо-
жет приводить к уменьшению гладкости параметров системы. Использова-
ние аппарата квазидифференцирования [23, 24] позволяет расширить класс
нестационарных систем, для которых возможно получить конструктивные
результаты.

При рассмотрении детерминированных систем наблюдения оценивание со-
стояний предполагает наличие у системы определенного типа наблюдаемо-
сти. Для стационарной системы полная наблюдаемость гарантирует суще-
ствование асимптотического наблюдателя [2]. Для нестационарной системы
требуется ее равномерно полная наблюдаемость. Однако это свойство труд-
нопроверяемо в терминах коэффициентов исходной системы наблюдения и
поэтому с конструктивной точки зрения малоэффективно. Предложенный
в [5] подход на основе техники квазидифференцирования позволяет конструк-
тивно строить наблюдатели для равномерно наблюдаемых нестационарных
систем, при этом ослабить известные требования гладкости коэффициентов.

Вопросы наблюдаемости СВС изучались ранее автором в [25–30]. Вклад
данной работы состоит в том, что в отличие от [25–30] исследуется задача
конструирования наблюдателей; в отличие от [5] рассматривается сингуляр-
но возмущенная система; по сравнению с [14] разработан конструктивный ал-
горитм построения композитного экспоненциального наблюдателя ЛНСВС,
при этом ослаблены требования на гладкость параметров системы; в отличие
от [16, 17] рассматривается нестационарная СВС.

2. Постановка задачи

Рассматривается линейная нестационарная сингулярно возмущенная си-
стема (ЛНСВС)

ẋ(t) = A1(t)x(t) +A2(t)y(t), x ∈ R
n1 , y ∈ R

n2 ,

μẏ(t) = A3(t)x(t) +A4(t)y(t), t ∈ T = [t0,+∞),
(1)

со скалярным выходом

v(t) = c1(t)x(t) + c2(t)y(t), v ∈ R, t ∈ T = [t0,+∞).(2)
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Здесь μ – малый параметр, μ ∈ (0, μ0], μ0 
 1, x(t) – неизвестный век-
тор медленных переменных, y(t) – неизвестный вектор быстрых переменных,
Ai(t), i = 1, 4, cj(t), j = 1, 2, – непрерывные ограниченные на T матричные
функции соответствующих размеров и вектор-строки функции соответствен-
но, v(t) – измеряемая выходная функция.

Пусть в ЛНСВС (1) реализовалось некоторое фиксированное значение па-
раметра μ ∈ (0, μ0] и неизвестное начальное состояние

x(t0) = x0, y(t0) = y0, x0 ∈ R
n1 , y0 ∈ R

n2 ,(3)

которые в силу системы (1), (2) породили недоступный непосредственно-
му наблюдению процесс {(x(t), y(t)), t ∈ T} и измеряемую (без ошибок) вы-
ходную функцию v(t) = v(t, μ, x0, y0), t ∈ T . Требуется по известной функ-
ции v(t), t ∈ T, оценить неизвестное состояние (x(t), y(t)), t ∈ T . Для решения
этой задачи будем строить асимптотический наблюдатель.

Обозначим: n = n1 + n2, z
′ = (x′, y′), z′0 = (x′0, y

′
0), символ «′» (штрих)

обозначает транспонирование. Определим по параметрам ЛНСВС (1), (2)
вектор-функцию c(t) = (c1(t), c2(t)), а также зависящую от параметра μ > 0
матричную функцию

A (t, μ) =

⎛
⎝ A1(t) A2(t)

A3(t)

μ

A4(t)

μ

⎞
⎠ .(4)

Тогда систему (1)–(3) можно представить в пространстве состояний R
n

как

(Aμ, c) :
ż(t) = A (t, μ) z(t), z ∈ R

n, t ∈ T,
v(t) = c (t) z(t), v ∈ R, t ∈ T,
z(t0) = z0.

(5)

Отождествим систему (5) с парой (Aμ, c), состоящей из матричных функ-
ций A(t, μ) и c(t). Представим матрицу A(t, μ) (4) в виде

A(t, μ) = diag
{
En1 ,

1

μ
En2

}
A(t), A(t) =

(
A1(t) A2(t)

A3(t) A4(t)

)
.(6)

Здесь и далее Ek обозначает единичную k × k-матрицу.
В силу (6) систему (5), определяемую парой матричных функций A(t), c(t)

и малым параметром μ ∈ (0, μ0], отождествим также со множеством {A, c, μ}.
Если параметр μ принимает всевозможные значения из интервала (0, μ0],
то получаем μ-параметрическое семейство систем {A, c}μ0 , которое рассмат-
ривается как единый математический объект, определенный на T × (0, μ0].
Фиксированное μ ∈ (0, μ0] выделяет из семейства {A, c}μ0 конкретную систе-
му (Aμ, c).

Пусть ρ – некоторое положительное число.
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Опр е д е л е н и е 1. Систему дифференциальных уравнений

ẇ(t) = A(t, μ)w(t) +K(t, μ) (v(t) − c(t)w(t)) , w ∈ R
n,(7)

назовем ρ-экспоненциальным наблюдателем полного порядка семейства си-
стем {A, c}μ0 c вектором коэффициентов усиленияK(t, μ) и коэффициентом
оценивания cρ(μ) > 0, μ ∈ (0, μ0], если для любого t̄ > t0 ошибка оценивания
ε(t, μ) = z(t, μ)− w(t, μ) удовлетворяет неравенству

||ε(t, μ)|| � cρ(μ) exp(−ρ(t− t̄)), ∀t � t̄,∀μ ∈ (0, μ0].

Метод построения ρ-экспоненциальных наблюдателей для равномерно на-
блюдаемых нестационарных систем с квазидифференцируемыми коэффици-
ентами предложен в [5]. При любом фиксированном μ можно использовать
этот метод для построения наблюдателя ЛНСВС (5). Однако при этом могут
возникнуть следующие проблемы: в общем случае параметры наблюдателя
будут зависеть от малого параметра, который может быть заранее неизве-
стен; при использовании метода из [5] требуется существование канонической
формы Фробениуса и построение соответствующей матрицы преобразования
для зависящей от параметра СВС большой размерности. При этом при μ→ 0
матрица преобразования в общем случае будет плохо обусловленной, а эле-
менты канонической формы Фробениуса стремятся к бесконечности. Поэто-
му актуальна разработка методов синтеза робастных по малому параметру
наблюдателей, не использующих знание величины малого параметра и обес-
печивающих «хорошие» оценки состояния при любых достаточно малых его
значениях.

Условия робастной P -равномерной наблюдаемости линейной нестационар-
ной двухтемповой ЛНСВС, необходимые для построения ρ-экспоненциаль-
ных наблюдателей, получены в [31].

Вектор-функцию f (t, μ) на интервале
[
t1,∞)

, такую что существуют по-
стоянные μ∗ > 0, d > 0, такие что евклидова норма ||f (t, μ)|| удовлетворяет
неравенству ||f (t, μ)|| � dμ ∀μ ∈ (0, μ∗], ∀t ∈ [

t1,∞)
, обозначим через O (μ).

Пусть r(t, μ) > 0 – заданная ограниченная на T × (0, μ0] функция.

Опр е д е л е н и е 2. Систему (7) назовем ρ-экспоненциальным наблюда-
телем полного порядка c ограниченной на T × (0, μ0] ошибкой r(t, μ) для
семейства систем {A, c}μ0 , если для любого t̄ > t0 ошибка оценивания
удовлетворяет неравенству ||ε(t, μ)|| � cρ(μ) exp(−ρ(t− t̄)) + r(t, μ), ∀t � t̄,
∀μ ∈ (0, μ0].
Если в (7) K(t, μ) = diag {En1 ,

1
μEn2}K(t), cρ(μ)≡ cρ, μ ∈ (0, μ0], и при

некотором n, n = 1, 2, 3, . . . , верно r(t, μ) = O (μn), t ∈ T , то (7) назовем
робастным μ-асимптотическим ρ-экспоненциальным наблюдателем семей-
ства ЛНСВС (5).

Введенные выше определения согласованы с понятиями из [5, 14, 16, 32].
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Робастный μ-асимптотический ρ-экспоненциальный наблюдатель семей-
ства {A, c}μ0 ЛНСВС (5) выполняет равномерное (по μ) асимптотиче-
ское (по t) оценивание вектора состояния (x, y) любой системы семейства
ЛНСВС (5) c ограниченной ошибкой, которая имеет порядок малости не
меньше, чем μ. Его вектор коэффициентов усиления рассчитывается незави-
симо от малого параметра и обеспечивает получение таких оценок состояний
систем семейства ЛНСВС (5), что ошибка оценивания с произвольным напе-
ред заданным экспоненциальным показателем сходится к бесконечно малой
величине порядка малости не менее чем малый параметр.

Зад а ч а 1. Для ЛНСВС (1)–(2) построить робастный μ-асимптоти-
ческий ρ-экспоненциальный наблюдатель. При этом коэффициент усиления
должен выражаться через коэффициенты усиления не зависящих от малого
параметра подсистем, построенных по ЛНСВС (1)–(2) и имеющих размер-
ность меньше исходной.

3. Подсистемы ЛНСВС, их наблюдаемость и наблюдатели

3.1. Подсистемы ЛНСВС и их связь с ЛНСВС

Решение задач анализа и синтеза СВС зачастую упрощается при ис-
пользовании асимптотической декомпозиции СВС на подсистемы меньшей
размерности. В настоящей работе описан конструктивный метод построе-
ния наблюдателей для ЛНСВС, использующий асимптотическую декомпо-
зицию ЛНСВС и реализованный через построение наблюдателей, связанных
с ЛНСВС (1)–(2) [33] не зависящих от параметра μ вырожденной системы
(ВС) и системы погранслоя (СП), которые получаются из сингулярно возму-
щенной системы, если рассмотреть ее отдельно в «быстрой» и «медленной»
временных шкалах при μ = 0.

Пусть det A4 (t) 	= 0, t ∈ T , т.е. рассматривается стандартная ЛНСВС.
Тогда ВС (медленная подсистема) имеет вид

(As, cs) :

ẋs (t) = As (t)xs (t) , xs (0) = x0, vs (t) = cs (t)xs (t) , t ∈ T,

As (t)
Δ
= A1 (t)−A2(t)A

−1
4 (t)A3(t),

cs (t)
Δ
= c1(t)− c2(t)A

−1
4 (t)A3(t),

(8)

и является нестационарной n1-мерной системой. Отождествим ее с парой
(As, cs).

СП (быстрая подсистема) для ЛНСВС (1)–(2) имеет вид

(A4(t0), c2(t0)) :

dyf (τ)

dτ
= A4(t0)yf (τ), vf (τ) = c2(t0)yf (τ),

τ =
t− t0
μ

∈ Tμ
Δ
=

[
0,
t1 − t0
μ

]
,

yf (τ) = y (t0 + μτ)−A−1
4 (t0)A3(t0)x0,

yf (0) = y0 +A−1
4 (t0)A3(t0)x0,

(9)
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и является линейной стационарной n2-мерной системой. Отождествим ее с
парой (A4(t0), c2(t0)).

Наряду со стационарной СП (9) введем t-семейство быстрых подсистем
(A4, c2)(t) вида (9) c A4(t), c2(t) (где t ∈ T – фиксированное значение, рассмат-
ривается как параметр семейства) вместо A4(t0), c2(t0). СП (9) выделяется из
t-семейства быстрых подсистем (A4, c2)(t) при t = t0.

Заметим, что ВС (As, cs) (8) и t-семейство быстрых подсистем (A4, c2)(t)
(9) определяются для всего семейства {A, c}μ0 сразу.

Следующее утверждение, которое следует из [33, теорема 6.1, с. 227], уста-
навливает связь между решениями ЛНСВС (1), (3) и ее подсистем (8), (9).

Утв е ржд е ни е 1. Пусть корни λ (A4 (t)) характеристического урав-
нения det (λEn2 −A4 (t)) = 0 матрицы A4 (t) удовлетворяют неравенству
Reλ (A4 (t)) < −γ < 0 ∀t ∈ T , γ = const > 0; Ai (t), i = 1, 4 непрерывно диф-
ференцируемы на T , Ȧk (t), k = 2, 4, ограничены на T . Тогда существует
μ∗ > 0 такое, что для всех μ ∈ (0, μ∗] функции

x1 (t) = xs (t) , y1 (t) = yf

(
t− t0
μ

)
−A−1

4 (t)A3 (t)xs (t) , t ∈ T,

где xs (t) , yf (t) – решения ВС (8) и СП (9), являются равномерными на
t ∈ T асимптотическими аппроксимациями 1-го порядка решения задачи
(1), (3):

x (t) = x1 (t) +O (μ) , y (t) = y1 (t) +O (μ) , t ∈ T.

3.2. Наблюдаемость подсистем

В настоящей работе при построении наблюдателей для ВС (8) использу-
ется метод, налагающий более слабые требования на гладкость функций по
сравнению с ранее известными, при этом используется понятие квазидиффе-
ренцируемости относительно некоторой нижнетреугольной матрицы Ps, си-
стемы класса {Ps, n1 − 1} и равномерной наблюдаемости ВС. Введем связан-
ные с этим понятия.

Для произвольного целого неотрицательного числа k обозначим че-
рез Uk(T ) совокупность всех нижнетреугольных матриц P (t) размера(
(k + 1)× (k + 1)

)
с непрерывными на T элементами pji(t) (j, i = 0, 1, . . . , k),

удовлетворяющими условию pjj(t) 	= 0 (t ∈ T ), (j = 0, 1, . . . , k). Для про-
извольной матрицы P (t) из множества Uk(T ) и непрерывной функции
w : T → R квазипроизводные j

Pw(t) порядка j (j = 0, 1, . . . , k) относительно
матрицы P (t) определяются по рекуррентным правилам [23]:

0
Pw(t) = p00(t)w(t),

1
Pw(t) = p11(t)

d
(
0
Pw(t)

)
dt

+ p10(t)
(
0
Pw(t)

)
, . . . ,

j
Pw(t)= pjj(t)

d
(j−1
P w(t)

)
dt

+

j−1∑
i=0

pji(t)
(
i
Pw(t)

)
(j = 2, 3, . . . , k).

(10)
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Предполагается, что операции дифференцирования в формулах (10) вы-
полнимы и приводят к непрерывным функциям.

Пусть задана некоторая матрица Ps ∈ Un1(T ). Для ВС (8), следуя [24,
с. 31], введем

Опр е д е л е н и е 3. ВС (As, cs) имеет Ps-класс m, если всякая ее выход-
ная функция vs(t) = vs(t, x0), t ∈ T, имеет непрерывные квазипроизводные
относительно матрицы Ps до порядка m включительно.

Применяя к системе (8) Лемму 2.1 из [24, с. 32] получаем

Утв е ржд е ни е 2. ВС (8) имеет Ps-класс n1− 1 тогда и только тогда,
когда для любого k = 1, . . . , n1−1 существуют и непрерывны вектор-строки

ss0(t) = ps,00(t)cs(t), ssj(t) =

= ps,jj(t)
(
ss,j−1(t)As(t) + ṡs,j−1(t)

)
+

j−1∑
i=0

ps,ji(t)ssi(t).
(11)

В частности, ВС (8) имеет класс {Ps, n1 − 1} относительно (n1 × n1)-мат-
рицы Ps вида (18) из [5], построенной по параметрам ВС (8).

Опр е д е л е н и е 4. ВС (As, cs) (8) класса {Ps, n1 − 1} называется Ps-рав-
номерно наблюдаемой на отрезке T , если при любом x0 ∈ R

n1 отображение

xs(t) →
(
0
Ps
vs(t),

1
Ps
vs(t), . . . ,

n1−1
Ps

vs(t)
)
, vs(t) = vs(t, x0)

инъективно для каждого t ∈ T .
Опр е д е л е н и е 5. Назовем t-семейство быстрых подсистем (A4, c2)(t)

(9) полностью наблюдаемым на Tμ, если любая подсистема из t-семейства
(t ∈ T ) полностью наблюдаема [34, c. 68; 24, c. 29].

Пусть ВС (As, cs) (8) имеет Ps-класс n1 − 1. Определим (n1 ×n1)-матрицу
наблюдаемости ВС (As, cs):

SPs(t) =

⎛
⎜⎜⎝

ss0(t)
ss1(t)
. . . . . .

ss,n1−1(t)

⎞
⎟⎟⎠ , (t ∈ T ),

где n1-вектор-строки ssj(t), j = 1, 2, . . . определяются по формулам (11) и
(n2 ×n2)-матрицу наблюдаемости t-семейства быстрых подсистем (A4, c2)(t):

Sf (t) =

⎛
⎜⎜⎝

sf0(t)
sf1(t)
. . . . . .

sf,n2−1(t)

⎞
⎟⎟⎠ , (t ∈ T ),(12)

где n2-вектор-строки sf0(t), sf1(t), . . . определяются по формулам

sfj(t) = sf,j−1(t)A4(t), sf0(t) = c2(t).(13)
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Применяя к ВС (8) и t-семейству быстрых подсистем (9) условия из [34,
c. 68; 35, c. 89], получаем

Утв е ржд е ни е 3. ВС (8) Ps-класса n1 − 1 является Ps-равномерно на-
блюдаемой на T тогда и только тогда, когда rankSPs(t) = n1 для любого
t ∈ T .

Утв е ржд е ни е 4. t-Cемейство быстрых подсистем (A4, c2)(t) (9) пол-
ностью наблюдаемо тогда и только тогда, когда rankSf (t) = n2 для любого
t ∈ T .

3.3. Наблюдатели подсистем

Пусть ρs, ρf – некоторые положительные числа.

Опр е д е л е н и е 6. Систему дифференциальных уравнений

ẇs(t) = As(t)ws(t) + ks(t) (vs(t)− cs(t)ws(t)) , ws ∈ R
n1 , t > t0,(14)

назовем ρs-экспоненциальным наблюдателем ВС (As, cs) (8) с вектором ко-
эффициентов усиления ks(t) и константой оценивания cρs > 0, если ошиб-
ка оценивания εs(t) = xs(t)− ws(t) удовлетворяет неравенству ||εs(t)|| �
� cρs exp(−ρs(t− t̄)), t � t̄, для любого t̄ > t0.

Опр е д е л е н и е 7. Систему дифференциальных уравнений

dwf (τ)

dτ
= A4(t)wf (τ) + kf (t) (vf (τ)− c2(t))wf (τ)) ,

wf ∈ R
n2 , τ > 0, t ∈ T,

(15)

назовем ρf -экспоненциальным наблюдателем t-семейства быстрых подсис-
тем (A4, c2)(t) с вектором коэффициентов усиления kf (t) и кон-
стантой оценивания cρf > 0, если для любой системы t-семейства
(∀t ∈ T ) ошибка εf (τ) = yf (τ)− wf (τ) удовлетворяет неравенству ||εf (τ)|| �
� cρf exp(−ρf (τ − τ̄)), τ � τ̄ , для любого τ̄ > 0.

Обозначим через L(n1) множество всех обратимых непрерывно дифферен-
цируемых на T (n1×n1)-матриц, ограниченных на T вместе со своими обрат-
ными. Множество L(n1) является группой Ляпунова [36]. Действие группы
L(n1) на паре (A, c), состоящей из (n1×n1)-матричной функции и n1-вектор-
строки с непрерывными на T элементами, зададим правилом [24, с. 42]

G ∗ (A, c) =
(
G−1AG−G−1Ġ, cG

)
, G ∈ L(n1).(16)

Используя [5, 31], несложно убедиться в справедливости следующих
утверждений.
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Утв е ржд е ни е 5. Если для некоторой Ps ∈ Un1(T ) ВС (8) Ps-равно-
мерно наблюдаема и для нее существует каноническая форма Фробениу-
са (A0

s, c
0
s)

A0
s (t) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 . . . 0 α0

1 0 0 . . . 0 α1

0 1 0 . . . 0 α2

. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1 αn1−1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , c0s (t) = (0, 0, . . . , 0, 1)′(17)

относительно действий группы Ляпунова L(n1), то для любого ρs > 0 су-
ществует ρs-экспоненциальный наблюдатель (14).

Утв е ржд е ни е 6. Если cемейство быстрых подсистем (9) полностью
наблюдаемо, то для любого ρf > 0 существует ρf -экспоненциальный наблю-
датель (15).

Наблюдатели для ВС (8) и t-семейства (9) можно построить, применяя
метод построения ρ-экспоненциальных наблюдателей из [5, Теорема 5].

3.3.1. Схема построения ρ-экспоненциального наблюдателя
для нестационарной ВС (8)

1. Пусть ВС (8) равномерно наблюдаема (утверждение 3) и для нее суще-
ствует каноническая форма Фробениуса (A0

s, c
0
s) относительно действий груп-

пы Ляпунова L(n1) [24, с. 69]. Обозначим через αs(t) = (α0, α1, . . . , αn1−1)
′

n1-вектор-столбец коэффициентов матрицы A0
s(t).

2. Находим преобразование Gs(t) ∈ L(n1), для которого справедливо
Gs ∗ (As, cs) = (A0

s, c
0
s).

Заметим, что для построения канонической формы Фробениуса и соответ-
ствующей матрицы преобразования Gs(t) из группы Ляпунова L(n1) можно
использовать метод, описанный в [5; 24, c. 81]

3. Выберем действительные числа λ1, . . . , λn1 , удовлетворяющие для за-
данного ρ > 0 неравенству λi < −ρ, i = 1, . . . , n1.

4. Построим многочлен (ξ − λ1)(ξ − λ2) · · · (ξ − λn1) = ξn1 − βn1−1ξ
n−1 − · · ·

· · · − β1ξ − β0 и пусть βs = (β0, β1, . . . , βn1−1)
′ – n1-вектор-столбец.

5. Рассчитаем вектор коэффициентов усиления ks(t) для наблюдателя ВС
(14):

ks(t) = Gs(t)
(
αs(t)− βs

)
.(18)

3.3.2. Схема построения ρ-экспоненциального наблюдателя
для t-семейства стационарных быстрых подсистем

1. Пусть t-семейство быстрых подсистем (9) полностью наблюдаемо
(утверждение 4). Под канонической формой Фробениуса (A0

f , c
0
f ) t-семей-
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ства (9) будем понимать совокупность систем, каждая из которых являет-
ся канонической формой Фробениуса соответствующей быстрой подсисте-
мы. Чтобы найти ее, построим характеристический полином t-семейства (9).
При каждом t ∈ T его коэффициенты задают вектор αf (t) = (α0(t), α1(t), . . .
. . . , αn2−1(t))

′ коэффициентов канонической формы Фробениуса соответст-
вующей быстрой подсистемы.

2. Рассчитаем матрицу перехода к канонической форме Фробениуса для
t-семейства быстрых подсистем: Gf (t) = S−1

f (t)S0
f (t), где Sf (t) и S0

f (t) – мат-
рицы наблюдаемости t-семейства быстрых подсистем и его канонической
формы Фробениуса, рассчитанные по формулам (12), (13) с матрицами
A4(t), c2(t) и A0

f (t), c
0
f (t) соответственно.

3. Выберем действительные числа λ1, . . . , λn2 , удовлетворяющие для за-
данного положительного числа ρ неравенству λi < −ρ, i = 1, . . . , n2.

4. Образуем n2-вектор βf = (β0, β1, . . . , βn2−1)
′ с постоянными элементами

такой, что (ξ − λ1)(ξ − λ2) · · · (ξ − λn2) = ξn1 − βn1−1ξ
n−2 − · · · − β1ξ − β0.

5. Рассчитаем вектор коэффициентов усиления kf (t) для наблюдателя
t-семейства СП (15):

kf (t) = Gf (t) (αf (t)− βf ) .(19)

Заметим, что определенная таким образом функция kf (t), t ∈ T, наследует
свойства гладкости и непрерывности функций αf (t), а значит и коэффици-
ентов A4(t), c2(t) t-семейства быстрых подсистем.

4. Композитный наблюдатель ЛНСВС

4.1. Робастный μ-асимптотический ρ-экспоненциальный
наблюдатель ЛНСВС

Пусть ρ > 0 задано.

Те ор ем а 1. Пусть
(i) для некоторой матрицы Ps ∈ Un1(T ) выполнены условия утвержде-

ний 2, 3 и ВС (As, cs) (8) обладает канонической формой Фробениуса отно-
сительно действия группы Ляпунова L(n1);

(ii) для ВС (8) построен ρ-экспоненциальный наблюдатель с вектором
коэффициентов усиления ks(t) (18) и константой оценивания cρs ;

(iii) выполнены условия утверждения 4;
(iv) для t-семейства быстрых подсистем (A4, c2)(t) (9) построен μ0ρ-экс-

поненциальный наблюдатель с вектором коэффициентов усиления kf (t) (19)
и константой оценивания cρf ;

(v) матричные функции

Ã1(t) = A1(t)− k1(t)c1(t), Ã2(t) = A2(t)− k1(t)c2(t),

Ã3(t) = A3(t)− k2(t)c1(t), Ã4(t) = A4(t)− k2(t)c2(t),
(20)
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где

k1(t) = A2(t)A
−1
4 (t)kf (t) + ks(t)[En2 − c2(t)A

−1
4 (t)kf (t)],

k2(t) = kf (t),
(21)

непрерывно дифференцируемы и ограничены, производные функций Ãi(t), i =
= 2, 3, 4, ограничены на T ;

(vi) Reλ(Ã4(t)) � −γ1 < 0, γ1 = const > 0, ∀t � t0.
Тогда существует μ∗ ∈ (0, μ0] такое, что система

ẇx(t) = Ã1(t)wx(t) + Ã2(t)wy(t) + k1(t)v(t), wx ∈ R
n1 , wy ∈ R

n2 ,

μẇy(t) = Ã3(t)wx(t) + Ã4(t)wy(t) + k2(t)v(t), t > t0,

wx(0) = 0, wy(0) = 0,

(22)

является робастным μ-асимптотическим ρ-экспоненциальным наблюдате-
лем семейства {A, c}μ∗ ЛНСВС (5).

Доказательство теоремы 1 приведено в Приложении.
Заметим, что требование существования канонической формы Фробениу-

са для ВС ослабляет требование существования канонической формы Фро-
бениуса для исходной ЛНСВС. Например, система вида ẋ(t) = |t− 1|x(t)+
+(1− |t− 1|)y(t), μẏ(t) = tx(t)− ty(t), v(t) = y(t) не обладает канонической
формой Фробениуса [24, с. 73, теорема 3.4]. Вместе с тем ВС ẋs(t) = xs(t),
vs(t) = xs(t), для этой системы имеет вид канонической формы Фробениуса.
Для t-семейства стационарных быстрых подсистем каноническая форма Фро-
бениуса существует всегда при выполнении условия полной наблюдаемости
(утверждение 4). Для приведенного здесь примера СП имеет вид d

dτ yf (τ) =
= −t yf(τ), vf (τ) = yf (τ) и является полностью наблюдаемой.

4.2. Aлгоритм построения робастного μ-асимптотического
ρ-экспоненциального наблюдателя ЛНСВС (5)

Из доказательства теоремы 1 (см. Приложение) вытекает следующий ал-
горитм.

1. Строим ВС (8) и проверяем выполнение условий (i) теоремы 1. Если они
не выполнены ни для одной Ps, то ВС не является равномерно наблюдаемой
и, значит, для нее не существует канонической формы Фробениуса. Заметим,
что одна из матриц Ps, для которых выполняются условия утверждения 2, –
это матрица Ps вида (18) из [5], которая строится по параметрам ВС (8).

2. Строим t-семейство быстрых подсистем (9) и проверяем выполнение
условий (iii) теоремы 1.

3. Задаем желаемую величину скорости экспоненциального убывания оши-
бок наблюдения ρ > 0.

4. Вычисляем вектор коэффициентов усиления ks(t) ρ-экспоненциального
наблюдателя для ВС (8) по формуле (18) (п. 3.3.1).
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5. Вычисляем вектор коэффициентов усиления kf (t) μ
0ρ-экспоненциаль-

ного наблюдателя для t-семейства быстрых подсистем (9) по формуле (19)
(п. 3.3.2).

6. Рассчитываем по формулам (21) коэффициенты k1(t), k2(t).
7. Проверяем выполнение условий (v) и (vi) теоремы 1.
8. Формируем композитный наблюдатель (22).

5. Редуцированные наблюдатели ЛНСВС

Состояние наблюдателя (22) приближается к O(μ)-аппроксимации состоя-
ния ЛНСВС (5) с экспоненциальной скоростью ρ, которую можно выбрать
произвольно. Однако если значение малого параметра μ очень мало или неиз-
вестно, то практически реализовать наблюдатель (22) затруднительно. В свя-
зи с этим целесообразно оценивать состояние исходной системы с помощью
системы, не имеющей «быстрых» режимов наблюдателя (22).

Аналогично [16] введем два редуцированных наблюдателя ЛНСВС.
Согласно первому подходу для ВС (8) исходной ЛНСВС (5) строится

асимптотический наблюдатель Люенбергера (14). В [16] для стационарных
СВС доказано, что если матрицы ВС (8) и СП (9) гурвицевы и ВС наблю-
даема, то асимптотический наблюдатель ВС является μ-асимптотическим на-
блюдателем исходной ЛССВС. Следуя схеме доказательства теоремы 4 из [16]
с использованием Теоремы 6.1. [33, с. 227], аналогичный результат можно до-
казать для ЛНСВС.

Те ор ем а 2. Пусть выполнены условия утверждений 1, 5. Тогда суще-
ствует μ∗ > 0 такое, что система

ẇsx(t) = (As(t)− ks(t)cs(t))wsx(t) + ks(t)v(t),

wsy = −A−1
4 (t)A3(t)wsx(t), t > t0,

wsx ∈ R
n1 , wsy ∈ R

n2 , wsx(0) = 0,

(23)

является робастным μ-асимптотическим ρ-экспоненциальным наблюдате-
лем семейства {A, c}μ∗ ЛНСВС (5).

Согласно второму подходу строится вырожденная система для наблюда-
теля (22), которая и принимается за наблюдатель исходной ЛНСВС (5).

Те ор ем а 3. Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда существует
μ∗ > 0 такое, что система

ẇxs(t) =
(
Ã1(t)− Ã2(t)Ã

−1
4 (t)Ã3(t)

)
wxs(t) +

(
k1(t)− Ã2(t)Ã

−1
4 (t)k2(t)

)
v(t),

wys(t) = −Ã−1
4 (t)Ã3(t)wxs(t)− Ã−1

4 (t)k2(t)v(t), t > t0,(24)
wxs ∈ R

n1 , wys ∈ R
n2 , wxs(0) = 0,

является робастным μ-асимптотическим ρ-экспоненциальным наблюдате-
лем семейства {A, c}μ∗ ЛНСВС (5).
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6. Примеры

Рассмотрим численные примеры, иллюстрирующие применение предло-
женного метода построения робастных μ-асимптотических ρ-экспоненциаль-
ных наблюдателей ЛНСВС. Практическая реализация метода использует из-
ложенный в разделе 4.2 (пп. 1–8) алгоритм построения робастного μ-асимпто-
тического ρ-экспоненциального наблюдателя ЛНСВС (5) и схемы построения
ρ-экспоненциальных наблюдателей для подсистем из разделов 3.3.1 и 3.3.2.

Прим ер 1. Рассмотрим ЛНСВС

ẋ1(t) = (α(t) − 1)x2(t) + (2 − α(t))y(t), ẋ2(t) = −x1(t)− x2(t),

μẏ(t) = x2(t)− y(t), v(t) = y(t), t ∈ T,
(25)

матрицы которой имеют вид: A1(t) =

(
0 α(t)− 1
−1 −1

)
, A2(t) =

(
2−α(t)

0

)
,

A3(t) =
(
0 1

)
, A4(t) =

( −1
)
, c1(t) =

(
0 0

)
, c2(t) =

(
1

)
и функция α(t)

ограничена и непрерывно дифференцируема на T с ограниченной производ-
ной.

1. Вырожденная система для ЛНСВС (25):

ẋs1(t) = xs2(t), ẋs2(t) = −xs1(t)− xs2(t), vs(t) = xs2(t),(26)

где As =

(
0 1
−1 −1

)
, cs =

(
0, 1

)
, стационарная и имеет невырожденную

матрицу наблюдаемости Ss(t) =

(
0 1
−1 −1

)
, значит, для ВС (26) существу-

ет каноническая форма Фробениуса и согласно утверждению 3 выполнено
условие (i) теоремы 1.

Преобразование (16) ВС (26) с помощью матрицы Gs(t) =

( −1 0
0 1

)
при-

водит к канонической форме Фробениуса (A0
s, c

0
s), A0

s(t) =

(
0 −1
1 −1

)
, c0s(t) =

= (0, 1), где αs(t) = (−1, −1)′.
2. t-семейство быстрых подсистем для ЛНСВС (25)

dỹ(τ)

dτ
= −ỹ(τ), ṽf (τ) = ỹ(τ), t ∈ T,(27)

имеет матрицу наблюдаемости Sf (t) = (1), rank Sf (t) = 1,∀t ∈ T, значит,
согласно утверждению 4 выполнено условие (iii) теоремы 1.

3. Зададим скорость экспоненциального убывания ошибок наблюдателя:
ρ = 2.

4. Возьмем λi = −3, i = 1, 2, рассчитаем βs = (−9,−6)′ и ks(t) = (−8, 5)′.
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Рис. 1. Динамика ошибок композитного наблюдателя (22) для ЛНСВС (25).

1 2 3
t

0

1

� a

1 2 3
t

0

1

� б

Рис. 2. Динамика ошибок редуцированных наблюдателей (29) и (30).

5. Семейство быстрых подсистем (27) уже имеет Фробениусову фор-
му с αf = (−1), поэтому Gf (t) = 1. Выберем λf = −3, тогда βf = (−3) и
kf (t) = (2).

6. Рассчитаем коэффициенты (21): k1(t) = (2α(t)− 28, 15)′, k2 = (2).

7. Матричные функции (20) Ã1(t) = A1(t), Ã2(t) = (−3α(t) + 30, −15)′,
Ã3(t) = (0, 1), Ã4(t) = (−3) для ЛНСВС (25) удовлетворяют условиям (v), (vi)
теоремы 1.

8. Окончательно робастный μ-асимптотический ρ-экспоненциальный ком-
позитный наблюдатель полного порядка (22) для ЛНСВС (25) при ρ = 2 при-
мет вид:

ẇx1(t) = (α(t)− 1)wx2(t)− 3(α(t) − 10)wy(t) + 2(α(t) − 14)v(t),

ẇx2(t) = −wx1(t)− wx2(t)− 15wy(t) + 15v(t),

μẇy(t) = wx2(t)− 3wy(t) + 2v(t).

(28)

На рис. 1, 2 и в табл. 1 продемонстрированы результаты численных экс-
периментов с моделью (25) с начальными условиями x1(0) = 1, x2(0) = 0,
y(0) = 0, при α(t) = sin(t), которые выполнены средствами Wolfram
Mathematica.
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Таблица 1. Интегральная норма ошибок наблюдателя (28),
α(t) = sin(t)

μ = 0,5 μ = 0,1 μ = 0,01

||εx1||1 0,6755937 0,668459 0,666458
||εx2||1 0,112656 0,111410 0,111141
||εy||1 0,037552 0,0371366 0,030469

На рис. 1 изображена динамика ошибок εx1 (толстая), εx2 (тонкая), εy
(пунктир) композитного наблюдателя (22) для ЛНСВС (25) при μ = 0,01.
Рисунок 1,а соответствует выбору λi = −3, рис. 1,б соответствует λi = −6
и демонстрирует изменение динамики ошибок наблюдателя при увеличении
показателя экспоненциального убывания.

Для сравнения качества оценивания при различных значениях малого па-
раметра, рассчитаем интегральную норму ошибок наблюдателя (28) на ин-
тервале [0, 30] (табл. 1).

Сравнение оценок ошибок из табл. 1 подтверждает, что при уменьшении
значения μ уменьшается ошибка оценивания.

Редуцированный наблюдатель (23) для ЛНСВС (25) имеет вид

ẇsx1(t) = 9wsx2(t)− 8v(t),

ẇsx2(t) = −wsx1(t)− 6wsx2(t) + 5v(t),

wsy = wsx2(t), wsx1(0) = 0, wsx2(0) = 0.

(29)

Редуцированный наблюдатель (24) для ЛНСВС (25) имеет вид

ẇxs1(t) = 9wxs2(t)− 8v(t), wxs1(0) = 0,

ẇxs2(t) = −wxs1(t)− 6wxs2(t) + 5v(t), wxs2(0) = 0,

wys(t) =
1

3
wxs2(t) +

2

3
v(t).

(30)

Динамика ошибок εx1 (толстая), εx2 (тонкая), εy (пунктир) редуцирован-
ных наблюдателей (29) и (30) для ЛНСВС (25) при α(t) = sin(t), μ = 0,01,
λi = −3 представлена на рис. 2: 2,а для наблюдателя (29) и 2,б для наблюда-
теля (30).

Прим ер 2. Рассмотрим ЛНСВС

ẋ1 (t) =

(
ϕ(t) − γ̇(t)

γ(t)
− δ(t)

)
x1 (t) + ζ(t)x2 (t) + δ(t)y (t) ,

ẋ2 (t) = (γ(t)− α(t)) x1 (t) + ξ(t)x2 (t) + α(t)y (t) ,

μẏ (t) = x1 (t)− y(t),

v(t) = −x1(t) + x2(t) + y(t), t ∈ T,

(31)
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где ϕ(t) = sin(t)+1, γ(t) = sin(t)+2, δ(t) = sin(t)+1− cos(t)
sin(t)+2 , ξ = − sin(t)−1,

ζ = cos(t), α(t) не является дважды непрерывно дифференцируемой хотя бы
в одной точке t ∈ T .

Система (31) в виде (1)–(2) имеет параметры n1 = 2, n2 = m = 1 и матрицы

A1 =

⎛
⎝ ϕ(t) − γ̇(t)

γ(t)
− δ(t) ζ(t)

γ(t)− α(t) ξ(t)

⎞
⎠ , A2 =

(
δ(t)

α(t)

)
,

A3 =
(
1 0

)
, A4 =

( −1
)
, C1 =

( −1 1
)
, C2 =

(
1

)
.

Для ЛНСВС (31) матричная функция A(t, μ) (4) не является дважды
непрерывно дифференцируемой и для такой системы не существует классиче-
ской матрицы наблюдаемости. Поэтому построение наблюдателя по схеме [5]
непосредственно для ЛНСВС (31) невозможно. Однако, как показано ниже,
для системы (31) можно построить наблюдатель (22).

1. ВС (8) для ЛНСВС (31)

˙̄x1 (t) =

(
ϕ(t)− γ̇(t)

γ(t)

)
x̄1 (t) + ζ(t)x̄2 (t) ,

˙̄x2 (t) = γ(t)x̄1 (t) + ξ(t)x̄2 (t) ,

v̄s(t) = x̄2 (t) , t ∈ T,

(32)

имеет класс {E2, 2}. Для ВС (32) определена классическая матрица наблю-

даемости: SE2(t) =

(
0 1
γ ξ

)
. Так как rank SE2(t) = 2 = n1,∀t ∈ T , то соглас-

но утверждению 3 ВС (32) равномерно наблюдаема и выполнено условие (i)
теоремы 1.

2. t-семейство быстрых подсистем для ЛНСВС (31) совпадает с (27), зна-
чит, выполнено условие (iii) теоремы 1.

3. Зададим скорость экспоненциального убывания ошибок наблюдателя:
ρ = 2.

4. Выберем λi = −3, рассчитаем βs = (−9,−6)′.

5. Преобразование (16) ВС (32) с помощью матрицы Gs(t) =

(
1
γ

ϕ
γ

0 1

)
при-

водит к канонической форме Фробениуса (17) с αs(t) = (−ϕ̇−ξϕ+ζγ, ϕ+ξ)′.
Рассчитанные векторы коэффициентов усиления для подсистем:

ks(t) =

(
γ−1

(
9 + 6ϕ+ ϕ2 − φ̇

)
+ ζ

6 + ξ + ϕ

)
, kf = (2).

6. По (21) имеем: k1(t) =

(
−2δ + 3ζ + 3γ−1

(
(ϕ+ 3)2 − ϕ̇

)
−2α+ 3(6 + ξ + ϕ)

)
, k2(t) = (2).
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Рис. 3. Динамика ошибок композитного наблюдателя (22) для ЛНСВС (31).

7. Матричные функции (20)

Ã1(t) =

=

(
3(ζ− δ)+ϕ+γ−1(3(ϕ+3)2 − γ̇−3ϕ̇) 2(δ− ζ)−3γ−1((ϕ+3)2 − ϕ̇)

−3α+γ+3(6+ ξ+ϕ) 2α+ ξ−3(6+ ξ+ϕ)

)
,

Ã2(t) =

(
3δ − 3ζ − 3γ−1

(
(ϕ+ 3)2 − ϕ̇

)
3α − 3(6 + ξ + ϕ)

)
, Ã3(t) =

(
3 −2

)
,

Ã4(t) =
( −3

)
для ЛНСВС (31) удовлетворяют условиям (v), (vi) теоремы 1.

8. Согласно теореме 1 робастный μ-асимптотический ρ-экспоненциальный
композитный наблюдатель полного порядка для ЛНСВС (31) с параметрами
из п. 6 при ρ = 2 имеет вид (22) с рассчитанными в п. 6 коэффициентами
k1(t), k2(t).

На рис. 3 изображена динамика ошибок εx1 (толстая), εx2 (тонкая), εy
(пунктир) композитного наблюдателя (22) для ЛНСВС (31) с начальными
условиями x1(0) = 1, x2(0) = 0, y(0) = 1 при μ = 0,01.

7. Заключение

Предложенный метод синтеза наблюдателей состояний ЛНСВС позволяет
разбить задачу на решение независимых подзадач синтеза наблюдателей для
систем меньшей размерности, часть из которых является стационарными,
обеспечить робастность наблюдателей по малому параметру и существенно
ослабить известные требования на гладкость коэффициентов. Вектор коэф-
фициентов усиления композитного наблюдателя выражен через коэффициен-
ты усиления не зависящих от малого параметра подсистем, соответствующих
разделению временных масштабов. Ошибка оценивания состояния с произ-
вольным наперед заданным показателем экспоненциального убывания схо-
дится к бесконечно малой величине того же порядка малости, что и малый
параметр.
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Теорема 1 дает достаточные условия существования робастного μ-асимп-
тотического ρ-экспоненциального наблюдателя ЛНСВС. Построены μ-асимп-
тотические композитные наблюдатели (22) полного и (23), (24) редуцирован-
ного порядков. Приведен конструктивный алгоритм рассчета вектора коэф-
фициентов усиления (18), (19), (21) композитного наблюдателя, даны иллю-
стративные примеры.

При построении робастного μ-асимптотического ρ-экспоненциального на-
блюдателя ЛНСВС ρ выбирается так, чтобы обеспечить желаемую скорость
сходимости ошибок наблюдения в O(μ)-окрестность нуля.

Заметим, что при построении μ-асимптотического ρ-экспоненциального
наблюдателя ЛНСВС не требуется существования канонической формы Фро-
бениуса и квазидифференцируемости выходных функций исходной ЛНСВС.

Полученные результаты могут быть использованы при проектирова-
нии систем управления, идентификации и диагностики динамических си-
стем, описываемых линейными нестационарными сингулярно возмущенными
системами.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Док а з а т е л ь с т в о т е о р емы 1.
Из (i) следует, что ВС (As, cs) (8) равномерно наблюдаема и для нее

существует ρ-экспоненциальный наблюдатель. При выполнении предполо-
жения (iii) существует μ0ρ-экспоненциальный наблюдатель для t-семейства
быстрых подсистем (9).

Будем искать наблюдатель полного порядка для ЛНСВС (5) в виде дина-
мической системы (7). Вектор коэффициентов усиления K(t, μ) будем искать
в виде

K(t, μ) = diag
{
En1 ,

1

μ
En2

} (
k1(t)
k2(t)

)
, k1(t) ∈ R

n1 , k2(t) ∈ R
n2 ,

где k1(t), k2(t) пока не определены. Тогда наблюдатель (7) примет вид (22),
а уравнения динамики ошибок εx(t, μ) = x(t, μ)− wx(t, μ), εy(t, μ) = y(t, μ)−
−wy(t, μ) для наблюдателя (22) будут иметь вид

ε̇x(t) = Ã1(t)εx(t) + Ã2(t)εy(t), εx ∈ R
n1 ,

με̇y(t) = Ã3(t)εx(t) + Ã4(t)εy(t), εy ∈ R
n2 , t > t0.

(Π.1)

Поскольку система динамики ошибок наблюдения (Π.1) имеет вид ЛНСВС
(1)–(2), то при выполнении предположений теоремы (v), (vi) для системы
ошибок (Π.1) выполнены условия теоремы 3.1 из [33, с. 212] и, значит, суще-
ствует расщепляющее Ляпуновское преобразование вида (3.4) из [33, с. 210]
с непрерывно дифференцируемыми ограниченными на T матрицами L̃(t, μ),
H̃(t, μ), которые удовлетворяют следующей системе (чтобы не загромождать
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запись, зависимость функций от аргумента t в некоторых местах будем опус-
кать):

Ã3 − Ã4L̃(μ) + μL̃(μ)
(
Ã1 − Ã2L̃(μ)

)
= μ ˙̃L(μ),(Π.2)

μ
[
Ã1 − Ã2L̃(μ)

]
H̃(μ)− H̃(μ)

[
Ã4 + μL̃(μ)Ã2

]
+ Ã2 = μ ˙̃H(μ).(Π.3)

Из (Π.2), (Π.3) с учетом (i), (vi) имеем аппроксимацию:

L̃ (t, μ) = A−1
4 (t) k2(t)c2(t)L̃(t, μ)Ã3(t) +O(μ),

L̃(t, μ) = Ã−1
4 (t)Ã3(t) +O(μ),

H̃ (t, μ) =
(
H̃ (t, μ) k2(t)c2(t) + Ã2(t)

)
A−1

4 (t) +O(μ),

H̃ (t, μ) = Ã2(t)Ã
−1
4 (t) +O(μ).

(Π.4)

В результате расщепляющего преобразования система динамики ошибок
(Π.1) примет вид разделенной по временным шкалам системы:

ε̇ξ(t) = Aξ(t, μ)εξ(t), εξ ∈ R
n1 ,

με̇η(t) = Aη(t, μ)εη(t), εη ∈ R
n2 , t > t0,

(Π.5)

где

Aξ(t, μ) = Ã1(t)− Ã2(t)L̃(t, μ), Aη(t, μ) = Ã4(t) + μL̃(t, μ)Ã2(t).(Π.6)

При этом согласно утверждению 1 для решений (Π.1) и (Π.5) справедливы
равенства:

εξ(t) = εx(t) +O(μ), εx(t) = εξ(t) +O(μ),

εη(t) = Ã−1
4 (t)Ã3(t)εx(t) + εy(τ) +O(μ),

εy(t) = −Ã−1
4 (t)Ã3(t)εξ(t) + εη(τ) +O(μ).

(Π.7)

Положим

k2(t) = kf (t)(Π.8)

и будем искать k1(t) в виде

k1(t) = ks(t) + H̃0(t)k2(t), H̃0(t) = (A2(t)− ks(t)c2(t))A
−1
4 (t).(Π.9)

Подставим (Π.9), (Π.8) в (Π.6) и выполним последовательно преобразова-
ния:

Aξ(μ)
(Π.9)
= A1 −

(
ks + H̃0k2

)
c1 −

(
A2 −

(
ks + H̃0k2

)
c2

)
L̃(μ) =

=
(
A1 −A2L̃(μ)

)
−

(
ks + H̃0k2

) (
c1 − c2L̃(μ)

)
=
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(Π.4)
= A1 −A2A

−1
4

(
k2c2L̃(μ) +A3 − k2c1

)
−

−
(
ks + H̃0k2

) [
c1 − c2A

−1
4

(
k2c2L̃(μ) +A3 − k2c1

)]
+O(μ) =

(As,cs)
= As − kscs +

(
−A2 + ksc2 + H̃0k2c2

)
A−1

4 k2c2L̃(μ) +

+
(
A2 − ksc2 − H̃0A4

)
A−1

4 k2c1 + H̃0k2c2A
−1
4 (A3 − k2c1) +O(μ) =

(Π.9)
= As − kscs + H̃0k2c2A

−1
4

(
A4L̃(μ) + k2c2L̃(μ)− k2c1 +A3

)
+O(μ) =

(Π.4)
= As − kscs +O(μ).

Таким образом, для Aξ(t, μ) при k1(t), k2(t) вида (Π.9), (Π.8) справедлива
аппроксимация:

Aξ(t, μ) = As(t)− ks(t)cs(t) +O(μ).(Π.10)

Далее, из (Π.6) следует

Aη(t, μ) = (A4(t)− k2(t)c2(t)) +O(μ).(Π.11)

Таким образом, объединяя (Π.10) и (Π.11), из (Π.5) получаем:

ε̇ξ(t) = (As(t)− ks(t)cs(t) +O(μ)) εξ(t),

με̇η(t) = (A4(t)− k2(t)c2(t) +O(μ)) εη(t), t > t0.
(Π.12)

Поскольку в (Π.12) ks(t), k2(t) – это коэффициенты усиления для наблю-
дателя (14) ВС (8) и наблюдателя (15) семейства СП (9), то параметры си-
стемы ошибок (Π.12) O(μ) – близки к параметрам системы динамики оши-
бок для наблюдателей ВС и t-семейства быстрых подсистем с векторами ко-
эффициентов усиления ks и kf соответственно. Поэтому в силу непрерыв-
ной зависимости решения (Π.12) от аддитивных возмущений коэффициен-
тов системы справедливы оценки ||εξ(t)|| � cρs exp (−ρ(t− t̄)) +O(μ), t � t̄,
||εη(t)|| � cρf exp

(
−μ0ρ (t−t̄)

μ

)
+O(μ), t � t̄, откуда с учетом (Π.7) вытекает

справедливость оценок

||εx(t)|| � cρs exp(−ρ(t− t̄)) +O(μ), t � t̄,

||εy(t)|| � cρs ||Ã−1
4 (t)Ã3(t)|| exp(−ρ(t− t̄)) + cρf exp

(
−μ0ρ

(
t− t̄

μ

))
+O(μ),

t � t̄.

Пусть cρ = max{cρs , cρf , cρs ||Ã−1
4 (t)Ã3(t)||}. При μ ∈ (0, μ0] имеет место

оценка exp
(
−μ0ρ

(
t−t̄
μ

))
< exp (−ρ (t− t̄)), t � t̄, откуда следует справедли-

вость оценок ||ε(t, μ)|| � cρ exp(−ρ(t− t̄)) +O(μ), t � t̄, и согласно определе-
нию 7 и из совпадения (Π.9) и (21) – справедливость теоремы 1.

Благодарю профессора Астровского А.И. за ценные советы и указания,
высказанные в процессе обсуждения материала этой работы.
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ГЛОБАЛЬНАЯ СТАБИЛИЗАЦИЯ ИНТЕГРАТОРА ВТОРОГО ПОРЯДКА
ОБРАТНОЙ СВЯЗЬЮ В ВИДЕ ВЛОЖЕННЫХ САТУРАТОРОВ

Исследуется устойчивость системы с переключениями, возникающей
при применении обратной связи в виде вложенных сатураторов для стаби-
лизации интегратора 2-го порядка. Использование обратной связи в виде
вложенных сатураторов позволяет легко учесть ограниченность ресурса
управления и обеспечить выполнение фазового ограничения на скорость
приближения к положению равновесия, что особенно важно при больших
начальных отклонениях. Построена функция Ляпунова замкнутой систе-
мы, с помощью которой доказана ее глобальная асимптотическая устой-
чивость при любых положительных коэффициентах обратной связи.

Ключевые слова: стабилизация цепочки двух интеграторов, система с пе-
реключениями, глобальная асимптотическая устойчивость, вложенные
сатураторы, функция Ляпунова.

DOI: 10.31857/S0005231024040032, EDN: ZGUVAJ

1. Введение

Одна из актуальных проблем теории управления – стабилизация цепочек
интеграторов. Интерес к данной проблематике обусловлен тем, что во многих
приложениях исходные модели, например модели механических планарных
систем, заданы в виде цепочек интеграторов; более того, управления, раз-
работанные для цепочек интеграторов, легко обобщаются на другие классы
систем. Широкое распространение в последние десятилетия получил подход,
основанный на применении специальных обратных связей в виде вложенных
негладких функций насыщения – сатураторов. Настоящая работа является
продолжением опубликованного в [1] исследования устойчивости интегратора
2-го порядка с обратной связью в виде вложенных сатураторов.

Интерес к обратной связи в виде вложенных сатураторов объясняется ря-
дом замечательных свойств полученной замкнутой системы. Преимущества
таких обратных связей, а также актуальность задачи стабилизации цепочек
интеграторов обсуждаются во многих публикациях, например в [1–8]. При-
менение обратной связи в виде вложенных сатураторов, однако, приводит к
достаточно сложной нелинейной системе с переключениями, анализ устой-
чивости которой представляет нетривиальную задачу. Доказать глобальную
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устойчивость удается преимущественно для систем 2-го порядка [1, 2, 5] и
для обратных связей определенного вида. Так, например, основанное на по-
строении функции Ляпунова доказательство устойчивости системы 2-го по-
рядка в [2] неприменимо к рассмотренной в [1] системе с обратным порядком
вложенности сатураторов (см. более подробно [1]). Общий случай n-мерного
интегратора обсуждается в [3, 4]. Однако глобальная устойчивость системы,
замкнутой обратной связью в виде n вложенных сатураторов, была дока-
зана только для случая, когда предельные значения вложенных функций
насыщения удовлетворяют определенным, на практике редко выполнимым
условиям [3, Theorem 2.1],

В [1] доказана глобальная асимптотическая устойчивость интегратора
2-го порядка с обратной связью в виде вложенных сатураторов для одного
частного случая, когда коэффициенты обратной связи выбираются из одно-
параметрического семейства. Цель настоящей работы – представить более
простое, основанное на построении функции Ляпунова доказательство гло-
бальной асимптотической устойчивости, справедливое и в общем случае про-
извольного выбора коэффициентов.

2. Постановка задачи

Рассматривается задача стабилизации интегратора 2-го порядка

ẋ1 = x2, ẋ2 = U(x), x≡ [x1, x2]
T,(1)

с помощью непрерывной ограниченной обратной связи в виде вложенных
сатураторов:

U(x) = −satk4(k3(x2 + satk2(k1x1))),(2)

где satd(·), d = {k2, k4} – негладкая функция насыщения, satd(w) = w, ко-
гда |w| � d, и satd(w) = d sign(w) при |w| > d; k4 – ресурс управления и k2 –
ограничение на максимальную скорость приближения к равновесию. Правая
часть (2) задает разбиение фазовой плоскости на множества D1, D2 и D3

(рис. 1). Область D1 включает все точки, в которых оба сатуратора нена-
сыщены (наклонная полоса, ограниченная пунктирными линиями на рис. 1);
множество D2 = D−

2 ∪ D+
2 – точки, в которых насыщен только внутренний

сатуратор; D3 = D−
3 ∪D+

3 – все точки, в которых насыщен внешний сатура-
тор (более подробно см. [1, 7]). Из формулы (2) видно, что U(x) – кусочно-
линейная функция, а замкнутая система (1), (2) представляет собой систему с
переключениями, состоящую из пяти линейных систем, переключения между
которыми зависят от состояния и происходят при пересечении границ между
областями.

Исходная, зависящая от четырех параметров задача, сводится к исследова-
нию двухпараметрической задачи, если перейти к безразмерным переменным
x̃1 = k4x1/k

2
2 , x̃2 = x2/k2 и времени t̃ = k4t/k2 [1]. В безразмерной модели два
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Рис. 1. Разбиение фазовой плоскости на множества D1, D2 и D3.

коэффициента обращаются в единицу, k̃4 = k̃2 = 1, а два других определены
формулами k̃1 = k1k

2
2/k4 и k̃3 = k2k3/k4. Всюду далее будем полагать все пе-

ременные и константы безразмерными и использовать для них прежнее обо-
значение (без тильды). В безразмерной модели обратная связь (2) принимает
вид [1]:

U(x1, x2) = −sat(k3(x2 + sat(k1x1))),(3)

где обозначение sat(·) без нижнего индекса используется для функции насы-
щения с единичным пределом: sat(·)≡ sat1(·).

Отметим, что обратная связь (3) обеспечивает выполнение фазового
ограничения |x2(t)| � 1 при любом начальном удалении x1(0), коль скоро
|x2(0)| � 1 [7]; т.е. множество Π = {x : |x2| � 1} является инвариантной об-
ластью системы (1), (3). Кроме того, соответствующим выбором коэффици-
ентов k1 и k3 легко обеспечить желаемый тип положения равновесия (узел
или фокус) и любое желаемое значение экспоненциальной скорости убывания
отклонения в окрестности точки равновесия [1, 7].

Нетрудно показать также, что и при любых начальных условиях начиная
с некоторого момента времени указанное фазовое ограничение также выпол-
няется. Действительно, рассмотрим функцию v(x) = x22, положительно опре-
деленную при всех x2 	= 0, и продифференцируем ее в силу системы (1), (3):
v̇(x) = −2x2sat(k3(x2 + sat(k1x1))). Функция v̇(x) определенно отрицательна
в области |x2| > 1; т.е. множество |x2| � 1 является притягивающим для ре-
шений системы (1), (3). Отсюда с учетом того, что никакая целая траектория
не может принадлежать множеству |x2| = 1, следует, что траектория системы
за конечное время обязательно попадет в инвариантную область |x2| � 1.
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В [1] доказана глобальная асимптотическая устойчивость системы (1), (3)
в частном случае выбора коэффициентов k1 и k3 из однопараметрического
семейства:

k1 = λ/2, k3 = 2λ, λ > 0,(4)

где λ – экспоненциальная скорость убывания отклонения в окрестности нуля.
Доказательство несложно, но достаточно громоздко и существенно опирается
на тот факт, что коэффициенты k1 и k3 связаны соотношениями (4), и поэто-
му не может быть обобщено на случай независимого выбора коэффициентов.

Представленное ниже доказательство глобальной асимптотической устой-
чивости основано на построении функции Ляпунова системы (1), (3) и спра-
ведливо для любых положительных коэффициентах обратной связи.

3. Доказательство глобальной асимптотической устойчивости

Те ор ем а 1. Система (1), (3) глобально асимптотически устойчива при
любых положительных коэффициентах.

Дока з а т е л ь с т в о. Рассмотрим функцию

V (x) =
1

2
x22 +

x1∫
0

sat(k3sat(k1s))ds(5)

и докажем, что она является функцией Ляпунова системы (1), (3). Из опреде-
ления функции насыщения следуют неравенства sat(s)s > 0 и sat(f(s))s > 0,
∀s 	= 0, где f(s) – любая монотонно неубывающая непрерывная функция та-
кая, что f(0) = 0. Отсюда с учетом монотонности функции sat(s) следует
положительность интегрального члена в (5), а значит, и функции V (x) во
всем R2. Очевидно также, что V (x) стремится к бесконечности при ‖x‖ → ∞.
Дифференцируя V (x) в силу системы (1), (3), получим

V̇ = −x2sat(k3(x2 + sat(k1x1))) + sat(k3sat(k1x1))x2 =

= −[sat(k3(x2 + sat(k1x1)))− sat(k3sat(k1x1))]x2.

Так как сатуратор – монотонно неубывающая функция, справедливо нера-
венство [sat(s+ s0)− sat(s0)]s � 0 ∀s 	= 0, ∀s0, откуда следует знакоотрица-
тельность производной: V̇ (x) � 0.

При k3 < 1 выражение в квадратных скобках, а с ним и производная, об-
ращается в ноль только на множестве x2 = 0, которое не содержит ни одной
целой траектории, кроме x = 0. Если k3 � 1, производная дополнительно об-
ращается в ноль на подмножествах областей D+

3 и D−
3 , в которых оба сла-

гаемых в квадратных скобках одновременно равны +1 и −1 соответственно.
Легко видеть, что указанные множества также не могут содержать целых
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траекторий. Действительно, траекториями системы в D−
3 и D+

3 являются па-
раболы

x1 = ∓1

2
x22 + C.

Так как ни одна из парабол не может целиком лежать в D−
3 или D+

3 (см.
рис. 1) и при этом движение происходит с постоянным ускорением, система
через конечное время неизбежно попадает либо в D1, либо в D2.

Таким образом, функция V (x) удовлетворяет всем условиям теоремы
Барбашина–Красовского [9] и, следовательно, начало координат является
асимптотически устойчивым положением равновесия системы (1), (3) в це-
лом. Теорема доказана.

4. Численная иллюстрация

В качестве иллюстрации были построены линии уровня функции Ляпу-
нова (5) для системы (1), (3) с коэффициентами k1 = 1 и k3 = 3. На рис. 2
показана одна из линий уровня (сплошная линия) и несколько фазовых тра-
екторий (пунктирные линии), начинающихся на ней. Начальные точки тра-
екторий помечены кружочками. Как видно из рисунка, ни одна из траекто-
рий не выходит за пределы инвариантного множества, ограниченного линией
уровня. Сегменты траекторий, идущие вдоль границы множества, лежат в
подмножествах D−

3 и D+
3 , в которых производная функции Ляпунова в силу

системы равна нулю. После пересечения границы с областью D1 или D2 про-
изводная становится отрицательной и траектория уходит внутрь инвариант-
ной области. Другие численные примеры, иллюстрирующие эффективность
обратной связи в виде вложенных сатураторов, приведены в [6, 7].

x1
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�0,5

0
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Рис. 2. Линия уровня функции Ляпунова и фазовые траектории.
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5. Заключение

Рассмотрена задача стабилизации цепочки двух интеграторов обратной
связью в виде двух вложенных сатураторов. С помощью перехода к безраз-
мерным переменным исходная, зависящая от четырех коэффициентов обрат-
ной связи задача сводится к исследованию двухпараметрической системы.
Обсуждаются преимущества обратной связи в виде вложенных сатураторов.
Главный результат работы – построение функции Ляпунова, с помощью ко-
торой доказана глобальная устойчивость замкнутой системы при любых по-
ложительных коэффициентах обратной связи.
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РАСШИРЕНИЕ МЕТОДА ЛИНЕАРИЗАЦИИ
ОБРАТНОЙ СВЯЗЬЮ В ЗАДАЧЕ УПРАВЛЕНИЯ
ПЕРЕВЕРНУТЫМ МАЯТНИКОМ НА КОЛЕСЕ

Продолжается исследование синтеза стабилизирующих законов управ-
ления для механической системы, состоящей из колеса и маятника, подве-
шенного на его оси. Цель управления состоит в одновременной стабилиза-
ции вертикального положения маятника и заданного положения колеса.
Трудность этой задачи состоит в том, что одно управление используется
для достижения двух целей – стабилизации угла отклонения маятника и
угла поворота колеса. Ранее предлагалось использовать метод линеари-
зации обратной связью по выходу. В качестве выхода берется сумма угла
отклонения маятника и угла поворота колеса. Для того, чтобы замкну-
тая система была не только асимптотически устойчивой по выходу, но и
обладала асимптотически устойчивой нулевой динамикой, предлагалось
к закону управления, стабилизирующему по выходу, добавлять диссипа-
тивное слагаемое.
В данной работе предложена двухпараметрическая модификация этого

закона. Наряду с диссипативным слагаемым предлагается ввести положи-
тельный множитель. Более общая параметризация позволяет стабилизи-
ровать данную систему в случаях, когда использование ранее предложен-
ного закона не давало результата.
Исследуются свойства нового закона управления и строится оценка об-

ласти притяжения. Построение оценки сводится к задаче о разрешимости
линейных матричных неравенств.

Ключевые слова: асимптотическая стабилизация, перевернутый маятник,
оценка области притяжения, линейные матричные неравенства.
DOI: 10.31857/S0005231024040043, EDN: ZGNRPR

1. Введение

Механическая система, рассматриваемая в работе, состоит из колеса и ма-
ятника, подвешенного на его оси. Колесо катится по плоской поверхности,
пересечение которой с вертикальной плоскостью (рис. 1) образует ось ξ.

Эта система, также как и родственная ей система, состоящая из тележки
с перевернутым маятником, исследуется во многих работах по теории управ-
ления, см., например, [1–11]. Список работ и анализ состояния исследований
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Рис. 1. Схема маятника на колесе.

в этой области можно найти в [1]. Отметим лишь, что эта система привлекает
интерес как нелинейная, неустойчивая и неминимально фазовая система, на
которой исследуются различные методы синтеза управления.

Во многих работах исследуется синтез управления, стабилизирующего вер-
тикальное положение маятника в линеаризованной системе, см., например,
[2, 3, 8]. Легко решается задача синтеза нелинейного контроллера с помощью
метода линеаризации обратной связью [4] по выходу. В качестве выхода бе-
рется угол отклонения маятника. Однако это не решает полную задачу стаби-
лизации по состоянию, поскольку нулевая динамика остается неустойчивой и
положение центра колеса не стабилизируется. В [12] развивается подход к по-
строению так называемых виртуальных выходов, стабилизация по которым
гарантирует также и стабилизацию по состоянию. Применение этого подхода
в общем виде сложно.

Краткий анализ подходов к решению задачи в нелинейной постановке
дан в [1]. В [9] используется теория малых коэффициентов усиления. Рабо-
та [10] дает решение, основанное на синтезе оптимального по быстродействию
управления. В [11] решается задача глобальной стабилизации и предлагает-
ся комбинированный закон управления, в котором при больших начальных
отклонениях применяется управление маятником, гарантирующее попадание
в область локальной стабилизируемости. Большое значение имеет построе-
ние оценки такой области. Очевидно, что оценка, зависящая от построенного
закона управления и выбранной функции Ляпунова, может быть консерва-
тивной. Актуальна задача построения такой оценки максимального размера
в классе, определенном параметрами функции Ляпунова.

Этой задаче посвящена настоящая работа, являющаяся продолжением [1],
в которой показано, что если в качестве выхода взять сумму угла отклонения
маятника и приведенного угла поворота колеса и синтезировать управление,
стабилизирующее по этому выходу, то замкнутая система окажется устойчи-
вой, хотя и не асимптотически. Стабилизация нулевого состояния получается
добавлением к управлению слагаемого, пропорционального разнице угловых
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скоростей колеса и маятника и имеющего смысл момента вязкого трения в оси
колеса. Также в [1] получена оценка области притяжения состояния равно-
весия с помощью специально построенной функции Ляпунова, состоящей из
квадратичной части и нелинейного слагаемого. Параметры функции Ляпуно-
ва находятся решением последовательности задач о совместности линейных
матричных неравенств (ЛМН).

В данной работе предложена двухпараметрическая модификация закона
управления, полученного методом линеаризации обратной связи по выходу.
Наряду с диссипативным слагаемым, имеющим смысл момента силы вязкого
трения в точке подвеса, предлагается ввести положительный множитель пе-
ред законом управления. Более общая параметризация позволяет стабилизи-
ровать данную систему в случаях, когда использование ранее предложенного
закона не давало результата. В статье рассмотрен пример, иллюстрирующий
это утверждение.

2. Модель системы

Используем математическую модель, описанную в [2] с обозначениями,
введенными в [1]. Кроме того, используется введенная в последней работе
замена переменной времени. Положительное значение углов отсчитывается
против часовой стрелки. Итак, пусть
ξ – это положение центра колеса на горизонтальной оси рис. 1;
ϕ – угловое отклонение маятника от вертикальной оси;
l – длина маятника;
ψ – угол между вертикалью и некоторым выделенным радиусом колеса,

причем нулевому значению ψ отвечает нулевое значение ξ; ψ = − ξ
r ;

m – масса, сосредоточенная на конце маятника;
M , J , r – масса, момент инерции и радиус колеса соответственно;
θ = ψ r

l – приведенный угол поворота колеса;
U – момент силы, развиваемый приводом и приложенный между маятни-

ком и колесом;
u = U

mgl , g – ускорение свободного падения;

t – время и τ = t
√
g/l – новая безразмерная независимая переменная;

′ – производная по переменной τ .
Обозначим угловые скорости: ω = ϕ′, δ = θ′ и x = (ϕ,ω, θ, δ)T. Использова-
ние Лагранжева формализма и независимой переменной τ дает уравнения
движения в виде (см. [1])

ϕ′ = ω,

ω′ = f1(x) + h1(x)u,

θ′ = δ,

δ′ = f2(x) + h2(x)u,
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где

f1(x) =
sinϕ

d
[−ω2 cosϕ+ (1 + β)],(1)

f2(x) =
sinϕ

d
(ω2 − cosϕ),

h1(x) =
1

d
(cosϕ+ 1 + β),

h2(x) =
1

d
(− cosϕ− 1),

β =
M + J/r2

m
,

d =β + sin2 ϕ.

Обозначив f = (ω, f1, δ, f2)
T (символ зависимости от x для простоты опу-

щен) и h = (0, h1, 0, h2)
T, перепишем систему (2) в виде

x′ = f + hu.(2)

3. Синтез управления, стабилизирующего нулевое состояние
равновесия системы (2)

Выберем в качестве выхода системы

y = ϕ+ θ(3)

и синтезируем управление системой (2), гарантирующее асимптотическую
устойчивость по этому выходу. Метод синтеза управления, стабилизирующе-
го систему по выходу, описан, например, в [4, глава 12]. Получим выражение
для закона управления:

u∗(x) = −λ
2y + 2λy′ + F

H
=

= −dλ
2(ϕ+ θ) + 2dλ(ω + δ) + sinϕ

[
(1− cosϕ)(ω2 + 1) + β

]
β

.

(4)

F =
sinϕ

d

[
(1− cosϕ)(ω2 + 1) + β

]
, H =

β

d
.(5)

В (4) параметр λ имеет смысл желаемого коэффициента экспоненциально-
го затухания выхода замкнутой системы. Выход замкнутой системы будет
удовлетворять линейному дифференциальному уравнению второго порядка
с корнем характеристического полинома −λ кратности 2.

Система (2), замкнутая управлением (4), принимает вид

x′ = f(x) + h(x)u∗(x),(6)
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причем

f(0) = 0, u∗(0) = 0,
∂h(x)

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0.

Система (6), линеаризованная в окрестности нуля, имеет вид

x′ = Φx, Φ =
∂f(x)

∂x

∣∣∣∣
x=0

+ h(0)
∂u∗(x)
∂x

T
∣∣∣∣∣
x=0

.(7)

Имеем

Φ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0 0

−(β + 2)λ2 + 1

β
−2λ

(
β + 2

β

)
−λ2

(
β + 2

β

)
−2λ

(
β + 2

β

)
0 0 0 1

2λ2 + 1

β
4
λ

β
2
λ2

β
4
λ

β

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.(8)

Сделаем линейную замену переменных ζ = Sx, где

S =

⎡
⎢⎢⎣
1 0 0 0
0 1 0 0
1 0 1 0
0 1 0 1

⎤
⎥⎥⎦ .(9)

Другими словами,

ζ1 = ϕ, ζ2 = ω, ζ3 = y, ζ4 = y′.

В новых переменных матрица (8) принимает вид

Φζ = SΦS−1 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0 0

− 1

β
0 −λ2

(
β + 2

β

)
−2λ

(
β + 2

β

)
0 0 0 1

0 0 −λ2 −2λ

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .(10)

Характеристические полиномы матриц Φ и Φζ совпадают. Непосредственно
из блочно-треугольного вида матрицы (10) следует, что ее спектр составлен
из спектров двух диагональных блоков размера 2 × 2. Таким образом, соб-
ственные числа матрицы (10) равны{

− i√
β
,
i√
β
,−λ,−λ

}
,(11)
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где i – это мнимая единица. Матрица Φζ (так же как и Φ) имеет пару чи-
сто мнимых корней и кратный отрицательный корень. Такое распределение
корней отражает тот факт, что замкнутая система асимптотически устойчи-
ва по выходу и имеет нулевую динамику, не являющуюся асимптотически
устойчивой.

Перейдем к синтезу закона управления, обеспечивающего асимптотиче-
скую стабилизацию системы (2). Ранее, в [1] было предложено добавить к
управлению (4) диссипативное слагаемое, имеющее смысл вязкого трения в
точке соединения маятника и колеса, а именно

u∗∗(x) = u∗(x)− k(ω − δ), k > 0.(12)

В настоящей работе рассматривается более общее параметрическое рас-
ширение закона управления (4). Кроме коэффициента k, на знак которого
ограничений накладывать не будем, вводится множитель s. Выражение для
нового закона управления имеет вид

u∗∗∗(x) = su∗(x)− k(ω − δ).(13)

В новых переменных матрица системы (2), замкнутой управлением (13) и
линеаризованной в окрестности нуля, имеет вид

Φs =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0 0

(β + 1)(1 − s)

β
− s

β
−2k

β + 2

β
−(β + 2)λ2

β
s (k − 2λs)

(β + 2)

β

0 0 0 1

1− s −2k −λ2s k − 2λs

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .(14)

Характеристический полином этой матрицы равен

N(μ, s) = det (μI −Φs) =(15)

= μ4 +

(
2λs+ k

4 + β

β

)
μ3 +

(
λ2s+

β + 2

β
(s− 1) +

1

β

)
μ2 +

2λs − k

β
μ+

λ2

β
s.

Выясним, при каких значениях параметров s и k полином (15) имеет
корни с отрицательными вещественными частями. Воспользуемся критери-
ем Льенара–Шипара (см., например, [14, параграф 3.5]). Для этого составим
матрицу Гурвица⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2λs+k
4+β

β

2λs−k
β

0 0

1 λ2s+
β+2

β
(s−1)+

1

β

λ2

β
s 0

0 2λs+k
4+β

β

2λs− k

β
0

0 1 λ2s+
β+2

β
(s−1)+

1

β

λ2

β
s

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.(16)
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Необходимым и достаточным условием гурвицевости полинома (15) является
положительность его коэффициентов и положительность третьего главного
минора матрицы (16). Условия положительности коэффициентов полинома с
учетом положительности λ и β принимают вид

−2λs
β

β + 4
< k < 2λs(17)

и

s >
β + 1

λ2β + β + 2

.
= s̄.(18)

Условие положительности третьего минора матрицы (16) принимает вид

det

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2λs + k
4 + β

β

2λs− k

β
0

1 λ2s+
β + 2

β
(s− 1) +

1

β

λ2

β
s

0 2λs + k
4 + β

β

2λs − k

β

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ > 0(19)

и, после необходимых преобразований (здесь и далее использовался пакет
компьютерной алгебры [13]),

β + 2

β3

{
k2

[
β + 2− (β + 4)(1 + 2λ2)s

]−
− 4λsk + 4λs2

[
λβ(s − 1) + k(2 − λ2β)

]}
> 0.

Сократив на положительный множитель (β + 2)/β3, представим его в окон-
чательном виде

k2
[
β+2− (β+4)(1+2λ2)s

]
+4kλs

[
s(2−λ2β)−1

]
+4λ2s2β(s−1)> 0.(20)

Покажем, что даже без диссипативного слагаемого в законе управления (13)
(т.е. при k = 0) можно достичь асимптотической устойчивости замкнутой ли-
неаризованной системы. Имеет место следующая

Лемма 1. При k = 0 условия гурвицевости полинома (15) выполняются
при любом

s > 1.(21)

Доказательство леммы дано в Приложении. Таким образом, асимптотическая
устойчивость по выходу y превращается в асимптотическую устойчивость
по состоянию с помощью коэффициента усиления, большего единицы, при
управлении (4).
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Слагаемые в (20) сгруппированы в виде полинома второй степени относи-
тельно k. Обозначим коэффициенты этого полинома через

c0 = β + 2− (β + 4)(1 + 2λ2)s, c1 = 4λs
[
s(2− λ2β)− 1

]
,

c2 = 4λ2s2β(s− 1).
(22)

Символ зависимости коэффициентов от s для краткости опущен. Через s0
обозначим значение, при котором c0 обращается в ноль:

s0 =
β + 2

(β + 4)(1 + 2λ2)
,(23)

причем

c0 < 0 при s > s0.(24)

Имеет место следующая
Лемма 2. При любых значениях λ и β > 0 справедливо неравенство

s0 < s̄ < 1,(25)

или, другими словами, из выполнения условия (18) следует выполнение нера-
венства c0 < 0.
Доказательство вынесено в Приложение.

Исследуем область асимптотической устойчивости системы (14) в про-
странстве параметров s, k. Обозначим эту область через Ω. Заметим, что
граничная точка 1, 0 области Ω не принадлежит. Лемма 1 утверждает, что от-
резок s > 1, k = 0 принадлежит Ω. Насколько можно расширить эту область,
выбирая k 	= 0 при различных значениях s, удовлетворяющих условию (18)?
Ответ дает следующая теорема.

Те ор ем а 1. Точка s, k принадлежит области Ω тогда и только тогда,
когда совместно с (24) выполняются условия (17), (18),

c21 − 4c0c2 > 0(26)

и

−c1 +
√
c21 − 4c0c2
2c0

< k <
−c1 −

√
c21 − 4c0c2
2c0

.(27)

Для s = 1 точка 1, k принадлежит области Ω тогда и только тогда, когда
выполняется условие

0 < k <
2λ(1 − λ2β)

1 + λ2(β + 4)
.(28)
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Рис. 2. Область Ω, отвечающая значениям β = 3 и λ = 0,5.

Доказательство вынесено в Приложение.
Неравенство (28) совпадает с ранее полученной в [1] оценкой коэффици-

ента k, обеспечивающей асимптотическую устойчивость линеаризованной си-
стемы, замкнутой законом управления (12).

На рис. 2 показан пример области Ω. На рисунке наклонными пунктирны-
ми линиями изображена граница области (17), а вертикальная пунктирная
линия изображает границу области (18). Сплошная тонкая линия изображает
границу области определения неравенства (20). Как следует из рисунка, эта
область имеет три компоненты с криволинейными границами. Лишь одна из
них, удовлетворяющая условиям теоремы 1 и заштрихованная вертикальны-
ми линиями, является областью Ω.

На рис. 3 для сравнения показан в укрупненном масштабе фрагмент об-
ласти Ω и область устойчивости, определяемой неравенством (28) при s = 1
и тех же значениях параметров β и λ. Из рисунка видно, что введение пара-
метра s в закон управления (13) позволяет существенно расширить область
устойчивости. Кроме того, можно получить асимптотическую устойчивость
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Рис. 3. Сравнение области Ω и ее части, изображенной пунктирным отрезком.
Часть отвечает значению s = 1 и определяется неравенством (28).

при тех значениях параметров β и λ, при которых стабилизация законом
управления (12) невозможна.

Рассмотрим теперь поведение системы (2), замкнутой управлением (13),
не в окрестности нуля, а во всем пространстве. После перехода к переменным
ϕ, ω, y, y′ замкнутая система имеет вид

ϕ′ = ω,(29)

ω′ = −sβ + cosϕ+ 1

β

(
λ2y + 2λz

) − s
1 + ω2

β
sinϕ−

− k
β + cosϕ+ 1

sin2 ϕ+ β
(2ω − z)− (s− 1)

(
β + 1− ω2 cosϕ

)
sin2 ϕ+ β

sinϕ,

y′ = z,

z′ = −s (
λ2y + 2λz

) − k
β

sin2 ϕ+ β
(2ω − z)−

− (s− 1)

(
ω2 + 1

)
(1− cosϕ) + β

sin2 ϕ+ β
sinϕ.

70



Система (29) может быть переписана в виде

ζ ′ = Ψ(γ)ζ,

Ψ(γ) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0 0

(γ4 − 1)

β
s− γ5(s − 1) −2γ3k −γ2λ2s γ3k − 2γ2λs

0 0 0 1

−γ6(s− 1) −2γ1k −λ2s γ1k − 2λs

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

(30)

где с учетом d = β + sin2 ϕ:

γ1 =
β

d
,

γ2 =
1 + β + cosϕ

β
,

γ3 =
1 + β + cosϕ

d
,

γ4 = 1− sinϕ

ϕ
(1 + ω2),

γ5 =
1 + β − ω2 cosϕ

d

(
sinϕ

ϕ

)
,

γ6 =
(1 + ω2)(1 − cosϕ) + β

d

(
sinϕ

ϕ

)
.

(31)

Относительно области изменения угла ϕ сделаем

Предп о л ожени е 1. Предположим, что на траекториях управляемой
системы (2) выполняются условия

|ϕ| � ϕ0 <
π

2
, |ω| � ω0,(32)

где ϕ0, ω0 – некоторые положительные константы.

Система (30), эквивалентная (29), нелинейна. Наряду с ней рассмотрим
линейную нестационарную систему

ζ ′ = Ψ(γ(τ))ζ,(33)

где числа γl(τ), l = 1, · · · , 6, представляют собой произвольно меняющиеся во
времени τ измеримые функции, стесненные только двусторонними ограниче-
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ниями, следующими из выражений (31) и предположения 1:

γ1(τ) ∈
[
β

d0
, 1

]
,

γ2(τ) ∈
[
1 + β + cosϕ0

β
,
2 + β

β

]
,

γ3(τ) ∈
[
1 + β + cosϕ0

d0
,
2 + β

β

]
,

γ4(τ) ∈
[−ω2

0, 1− r0
]
,

γ5(τ) ∈
[
min

{
1 + β − ω2

0

β
,
1 + β − ω2

0 cosϕ0

d0
r0

}
,
β + 1

β

]
,

γ6(τ) ∈
[
1− cosϕ0 + β

d0
r0,max

{
1,

(1− cosϕ0)(1 + ω2
0) + β

d0
r0

}]
,

(34)

где

d0 = β + sin2 ϕ0 и r0 =
sinϕ0

ϕ0
.

Множество решений системы (33) при всевозможных значениях γl(τ) шире,
чем множество решений нелинейной системы (29). Поэтому требование абсо-
лютной устойчивости нулевого решения системы (33) в классе функций γl(τ),
подчиненных ограничениям (34), обеспечит также и устойчивость нулевого
решения системы (29). Метод погружения в более широкий в смысле множе-
ства решений класс систем дает достаточные условия устойчивости нулево-
го решения системы (29). Для получения таких условий выберем функцию
Ляпунова, имеющую отрицательную производную одновременно для всех си-
стем (33), (34).

В качестве кандидата выберем функцию

V (ζ) =
1

2
ζTPζ + α

[
1− cosϕ+

β

2
ln

(
1 + ω2

) − ϕ2

2
− ω2β

2

]
,(35)

параметризованную положительно определенной матрицей P � 0 (знаки �,
≺, � и � означают положительную и отрицательную определенность и по-
луопределенность соответственно) и неотрицательным числом α � 0. Разло-
жение нелинейного слагаемого c множителем α в ряд Тейлора в выраже-
нии (35) начинается с членов третьего порядка и служит поправкой к квад-
ратичной форме для лучшего учета нелинейных свойств системы (33). Вы-
ражение 1− cosϕ+ β

2 ln
(
1+ω2

)
представляет собой первый интеграл пре-

дельной системы, введенной в [1]. Требование отрицательной определенности
производной функции (35) в силу системы (33) при всевозможных значени-
ях γl(τ), l = 1, · · · , 6, из интервалов (34) будет представлено в виде систе-
мы ЛМН.
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Производная функции (35) в силу системы (33) имеет вид

V ′ = ζTPΨ(γ)ζ + α

[
sin ζ1ζ2 − ζ1ζ2 +(36)

+
βζ2

1+ ζ22

(
γ5(1− s)ζ1− (1+ ζ22 )

s

β
sin ζ1−2kγ3ζ2−λ2γ2sζ3+ (kγ3−2λγ2s)ζ4

)
−

− βζ2

(
γ5(1− s)ζ1 − (1+ ζ22 )

s

β
sin ζ1 − 2kγ3ζ2 −λ2γ2sζ3+(kγ3 − 2λγ2s)ζ4

)]
=

= ζTΨ(γ)Pζ +

+ α

[
ζ2

(−2kγ3ζ2 − λ2γ2sζ3 + (kγ3 − 2λγ2s)ζ4
) (

1

1 + ζ22
− 1

)
β − ζ1ζ2γ4 +

+ (s− 1)ζ1ζ2

(
1− βγ5

(
1

1 + ζ22
− 1

)
− γ4 − sin ζ1

ζ1

)]
=

= ζTΨ(γ)Pζ +

+ α

[
ζ2

(−2kγ3ζ2 − λ2γ2sζ3 + (kγ3 − 2λγ2s)ζ4
) (

1

1 + ζ22
− 1

)
β − ζ1ζ2γ4 +

+ (s− 1)ζ1ζ2

(
ζ22

sin ζ1
ζ1

− βγ5

(
1

1 + ζ22
− 1

))]
=

= ζTΨ(γ)Pζ +

+ α
[
ζ2

(−2kγ9ζ2 − λ2γ8sζ3 + (kγ9 − 2λγ8s)ζ4
)
β − γ4ζ1ζ2 + γ7(s− 1)ζ1ζ2

]
,

где

γ0 = − ζ22
1 + ζ22

,

γ7 =
ω2 sinϕ

ϕ

(
1 +

β

(1 + ω2)

(
β + 1− ω2 cosϕ

)
d

)
,

γ8 = γ0γ2,

γ9 = γ0γ3.

Для определенных выше величин выполняются следующие двусторонние
оценки:

γ0 ∈
[
− ω2

0

1 + ω2
0

, 0

]
,(37)

γ7 ∈
[
0,max

{
ω2
0r0

(
1 +

β
(
β + 1− ω2

0 cosϕ0

)
(1 + ω2

0)(β + sin2 ϕ0)

)
,
ω2
0(2 + β)

(1 + ω2
0)

}]
,

γ8 ∈
[
−ω

2
0(2 + β)

β(1 + ω2
0)
, 0

]
,

γ9 ∈
[
−ω

2
0(2 + β)

β(1 + ω2
0)
, 0

]
.
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Учитывая, что в соответствии с выражениями (34) величины γ2 и γ3 при-
нимают максимальные значения одновременно, получаем, что и величины γ8

и γ9 принимают минимальные значения −ω2
0(2+β)

β(1+ω2
0)

и максимальные значения 0

одновременно. Тогда в выражении (36) достаточно оставить одно значение γ8
и записать

V ′ = ζTΨ(γ)Pζ +(38)

+ α
[
βγ8ζ2

(−2kζ2 − λ2sζ3 + (k − 2λs)ζ4
)
+ (γ7(s− 1)− γ4) ζ1ζ2

]
.

В следующем разделе условие V ′ < 0 будет представлено в терминах ЛМН.

4. Оценка области притяжения нулевого положения равновесия

Выражение для функции Ляпунова (35) представим в виде

V (ζ) =
1

2
ζTQ(α)ζ + α

[
1− cosϕ+

β

2
ln

(
1 + ω2

)]
� 1

2
ζTQ(α)ζ,(39)

где через Q(α) обозначена матрица

Q(α) = P − α

⎡
⎢⎢⎣
1 0 0 0
0 β 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

⎤
⎥⎥⎦ .(40)

Потребовав выполнение неравенства

Q(α) � εI,

где ε > 0 достаточно мало, получаем из (39), что функция V (ζ) положитель-
но определена. Далее, выражение (38) для V ′ аффинно зависит от произ-
вольно меняющихся параметров γl, l = 1, · · · , 8, каждый из которых прини-
мает значения из отрезка. При этом вектор γ принимает значения из де-
картова произведения восьми отрезков. Это множество (обозначим его как
Γ⊂R8) выпукло и имеет 256 крайних точек, получающихся приравниванием
произвольно меняющихся параметров γl, l = 1, · · · , 8, своим минимальным и
максимальным значениям в отрезках (34) и (37). Квадратичная форма (38),
матрица которой афинно зависит от параметров γ, отрицательно определена
для всех γ ∈ Γ тогда и только тогда, когда она отрицательно определена на
крайних точках этого множества, т.е. на векторах γi. Поэтому условие V ′ < 0
эквивалентно системе из 256 ЛМН, каждое из которых соответствует одному
из векторов γi, i = 1, . . . , 256. Для всевозможных γi получим систему ЛМН
(одно ЛМН большой размерности)

PΨ(γi) + ΨT (γi)P − αY (γi) � 0,(41)
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где

Y (γi) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

0 γi4 − γi7(s− 1) 0 0

γi4 − γi7(s− 1) 4βγi8k βγi8λ
2s βγi8(2λs− k)

0 βγi8λ
2s 0 0

0 βγi8(2λs − k) 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ .

Так построенная система ЛМН может оказаться несовместной при задан-
ных значениях ϕ0 и ω0. Введем в рассмотрение параметр a ∈ [0, 1] и выберем
в качестве ϕ0 и ω0 величины

ϕ0(a) = a
π

2
, ω0(a) = aω̄,

где ω̄ =

√
e

4
β − 1. Каждому значению ϕ0(a), ω0(a) отвечают значения границ

интервалов (34) и (37) и, следовательно, 256 векторов γi(a). Из выражений
для границ интервалов видно, что векторы γi(a) непрерывно зависят от a.
При a = 0 нижние и верхние границы интервалов совпадают. Поэтому при
a = 0 имеем

γi(0)
.
= γ0 =

[
1,

2 + β

β
,
2 + β

β
, 0,

1 + β

β
, 1, 0, 0

]T

.

В силу выражений для матриц (14) и (30) имеем Ψ(γ0) = Φs. Тогда теорема 1
гарантирует совместность системы ЛМН (41) для достаточно малых значений
a > 0.

Пусть a∗ – это точная верхняя грань тех a, при которых система ЛМН
относительно переменных P и α

PΨ(γi(a)) + ΨT (γi(a))P − αY (γi(a)) � 0,(42)

Q(α) � εI,

tr(Q(α)) = 1

совместна. Последнее линейное уравнение, приравнивающее след Q(α) еди-
нице, добавлено для нормировки решения, поскольку в противном случае
множество решений ЛМН образовывало бы конус и вместе с любым решени-
ем P и α было бы также решением σP и σα при любых σ > 0, включая как
угодно большие и как угодно малые значения.

Величина a∗ получается последовательной проверкой совместности (42)
для возрастающей последовательности значений a.

Итак, при выполнении предположения 1, где ϕ0 = a∗ π2 и ω0 = a∗ω̄, функ-
ция Ляпунова (35) имеет отрицательно определенную производную в силу
системы (30). Если найдется такая константа c > 0, что множество

Ωc = {ζ : V (ζ) � c}(43)

75



окажется вписано внутрь множества

Π0 = {ζ : |ϕ| � ϕ0, |ω| � ω0} ,(44)

то любая траектория замкнутой системы (30), начатая внутри множества Ωc,
остается внутри этого множества для любых моментов времени в силу отри-
цательности производной V ′. В результате при выполнении

Ωc ⊂Π0(45)

предположение 1 будет выполняться вдоль всей траектории замкнутой систе-
мы (30), начавшейся изнутри множества Ωc. Таким образом, доказана

Те ор ем а 2. Пусть выполнены условия теоремы 1 и величина a∗ выбрана
как точная верхняя грань тех a, при которых ЛМН (42) совместно. Тогда
если константа c выбрана таким образом, что выполняется условие (45),
то множество Ωc является областью асимптотической устойчивости си-
стемы (2), замкнутой управлением (13).

Способ нахождения константы c, обеспечивающей выполнение (45), при-
веден в [1].

5. Пример построения области притяжения

Рассмотрим пример, отвечающий значению β = 3. Параметры закона
управления (13) выбраны удовлетворяющими условиям теоремы 1 и равными
λ = 0,578, k = 0 и s = 1,5. Этот пример интересен тем, что при выбранных
значениях параметров β и λ не удовлетворяется условие (28) и, следователь-
но, рассматриваемая механическая система не может быть стабилизирована
управлением (12) ни при каком значении параметра k. Однако система может
быть стабилизирована управлением (13) при s > 1 и k = 0. Проверка разре-
шимости ЛМН (42) при максимально возможном значении параметра a∗ дает
следующие параметры функции Ляпунова:

P =

⎡
⎢⎢⎢⎣

0,068 −0,040 0,037 0,167

−0,040 0,128 −0,070 −0,247

0,037 −0,070 0,070 0,175

0,167 −0,247 0,175 0,734

⎤
⎥⎥⎥⎦ , α = 0,000017,

достигнутые при a∗ = 0,349.
С использованием результата теоремы 2 инвариантная область притяже-

ния замкнутой системы строится таким же образом, как это было описано
в [1]. Опуская детали, приведем полученное значение: c = 0,0036466. Для про-
верки разрешимости ЛМН был использован пакет Scilab [15].

На рис. 4 приведены траектории замкнутой системы в координатах θ (ось
абсцисс) и δ (ось ординат). В качестве управления применен комбинирован-
ный закон. Если состояние системы не попадает в область притяжения Ωc,
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Рис. 4. Траектории замкнутой системы в координатах θ (ось абсцисс)
и δ (ось ординат).
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Рис. 5. График изменения переменной ϕ.

то применяется управление, описанное в [1, раздел 5]. Критерием пересече-
ния границы области Ωc является выполнение условия V (ζ∗) = c. После по-
падания в область Ωc происходит переключение на закон управления (13).
Угловые переменные на рисунках показаны в градусах. Угловая скорость
показана в градусах на безразмерную единицу времени τ . Тонкой линией
изображена траектория системы (2) замкнутой комбинированным законом
управления при величине ϕ̄ = 2◦ (см. (5.2) из [1]) и начальных условиях
ϕ(0) = −5◦, ω(0) = 0, θ(0) = 1080◦, δ(0) = 0. Жирной линией изображена оп-
тимальная траектория системы (5.5) при управлении (5.6) работы [1].
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Рис. 6. График изменения переменной θ.

Графики углов ϕ и θ приведены на рис. 5 и 6, где по оси абсцисс отложено
время в безразмерных единицах τ . Из рис. 5 видно, что на начальном этапе,
когда реализуется закон управления (5.2) работы [1] значение переменной ϕ
стабилизируется на значении сначала −2◦, затем 2◦, и в момент времени при-
мерно τ ∼ 90 происходит переключение на закон управления (13), после чего
происходит асимптотическая стабилизация нулевого положения равновесия.

6. Заключение

В работе рассмотрена задача стабилизации вертикального положения пе-
ревернутого маятника, закрепленного на колесе. Предложено двухпарамет-
рическое расширение закона управления, стабилизирующего одновременно
угол отклонения маятника от вертикали и угол поворота колеса. Задача ста-
билизации решается методом линеаризации обратной связью по выходу, в
качестве которого берется сумма углов поворота колеса и отклонения маят-
ника. В отличие от ранее опубликованной работы [1] наряду с добавлением
диссипативного слагаемого предлагается ввести дополнительный множитель.
На численном примере показано, что использование нового закона управле-
ния позволяет стабилизовать систему в случае, когда система не может быть
стабилизирована предложенным ранее законом управления. Дается оценка
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области притяжения нулевого положения равновесия, построение которой
сводится к задаче о разрешимости системы линейных матричных неравенств.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 1. При k = 0 условие (17) принимает вид
s > 0, а условие (20) принимает вид

4λ2s2β(s− 1) > 0,

что совместно с первым неравенством и положительностью β дает s > 1. Лем-
ма доказана.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 2. Из определения (18) величины s̄ и β > 0
непосредственно видно, что s̄ < 1. Несложные алгебраические преобразова-
ния, сделанные с помощью пакета [13], дают

s̄− s0 =
λ2β2 + 8λ2β + 8λ2 + β

(β + 4)(1 + 2λ2)(λ2β + β + 2)
,

откуда следует утверждение леммы.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 1. Заметим, что линии k = 2λs и k =
= −2λs β

β+4 , определяющие границу области определения неравенства (17),
не пересекаются с границей (возможно не односвязной) области, определяе-
мой (19). Действительно, подстановка k = 2λs в левую часть неравенства (19)
приводит к противоречию

−8λ4s3(β + 2) > 0.

Аналогично к противоречию приводит подстановка в (19) равенства k =
= −2λs β

β+4 :

−8βλ2s2(β + 2)

(β + 4)2
> 0.

Таким образом, граница области Ω образована точками s, k, удовлетворяю-
щими условию (18) и обращающими левую часть неравенства (19) в ноль.
Из леммы 2 следует, что для этих значений s коэффициент c0 в (22) при-
нимает отрицательные значения, т.е. график зависимости левой части (20)
от переменной k представляет собой перевернутую параболу. Тогда отрезок
значений k, при которых выполняется неравенство (20), имеет вид (27) при
выполнении условия положительности детерминанта квадратичного неравен-
ства (20).

При s = 1 имеем c2 = 0, и неравенство (20) принимает вид

−k2[2 + 2λ2(β + 4)] + k(4λ− 4λ3β) > 0,

откуда следует неравенство (28). Теорема доказана.
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О ВЫНУЖДЕННЫХ КОЛЕБАНИЯХ В РЕЛЕЙНОЙ СИСТЕМЕ
С ГИСТЕРЕЗИСОМ1

Исследуется явление, связанное с захватом колебаний релейной систе-
мы внешним возбуждением (вынужденная синхронизация), которое про-
является в возникновении периодических движений, близких к «пачеч-
ной» ритмической активности нейронов, когда пакеты быстрых колеба-
ний перемежаются с интервалами «молчания». Для изучения такого яв-
ления введено отображение окружности на себя, которое в зависимости от
параметров может быть диффеоморфизмом или разрывным («gap map»).
В обоих случаях отображение демонстрирует так называемую бифурка-
ционную структуру «добавления периода» («period-adding»).
Выявлено, что число пачек на периоде периодического движения опре-

деляется его числом вращения, а длина интервалов между пачками –
границами поглощающей области. Изменение числа импульсов в пач-
ке происходит через бифуркацию «граничного столкновения» («border
collision»).

Ключевые слова: релейная система с гистерезисом и внешним периоди-
ческим возбуждением, система с двумя масштабами времени, разрывное
отображение окружности, бифуркации граничного столкновения, бифур-
кация добавления периода.

DOI: 10.31857/S0005231024040052, EDN: ZGNQYR

1. Введение

Рассмотрим релейную систему с гистерезисом [1–3] и внешним периодиче-
ским возбужением, состояние которой описывается дифференциальным урав-
нением

ẋ = f(t, x), f(t, x) = λ (x− S(x, η) + σ(t)) , σ(t+ π) = −σ(t),(1)
1 Жусубалиев Ж.Т. поддержан Минобрнауки РФ, программой стратегического ака-

демического лидерства «Приоритет-2030» (1.7.21/S-2; 1.71.23П). Сопуев У.А. поддержан
грантом № 14-22 Ошского государственного универстиета. Работа Бушуева Д.А. выпол-
нена в рамках реализации Федеральной программы поддержки университетов «Приори-
тет – 2030» с использованием оборудования на базе Центра высоких технологий БГТУ
им. В.Г. Шухова
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гдe t – время; x – неизвестная функция времени t из R (выход системы); ẋ –
производная x по t; S – выходной сигнал релейного элемента; λ – величина
обратно пропорциональная по модулю постоянной времени объекта; σ(t) =
= μ0+μm cos t – вынуждающая сила, где μ0, μm – постоянная составляющая
и амплитуда переменной составляющей σ(t) соответственно.

Выходной сигнал S релейного элемента:

S(x, η) =

{
1, x < q − χ, или q − χ < x < q + χ, и η = 1;

0, x > q + χ, или q − χ < x < q + χ, и η = 0.

Здесь q – задающий сигнал; χ – величина гистерезиса релейного элемента
(PЭ); η = 0,+1 – значения S после последнего переключения РЭ.

Как можно видеть из (1), правая часть содержит t, как и x. Функция f
периодична по t с периодом 2π. Кроме того, функция x(t), удовлетворяю-
щая (1), инвариантна по отношению к сдвигу начала координаты t на 2π [4].

Параметры: λ = −7,5/π, q = 4,0/Γ; μ0 = 1,5/Γ; μm = 0,525/Γ; χ = χ0/Γ.
В исследованиях варьировались Γ и χ0: 6,0 � Γ � 7,0, 0,35 � χ0 � 0,65.

К уравнению вида (1) приводят многие задачи механики, физики [5–7],
биологии и медицины.

Сюда относятся, например, математические модели для изучения атрио-
вентрикулярной блокады Венкебаха в кардиологии [8–10], биологических ме-
ханизмов регуляции сна и бодрствования [11–14], ритмической активности
нейронов [15–21]. В [22] было показано, что при принятых идеализациях к
уравнению (1) можно свести математическую модель вибрационной машины
с дебалансным возбуждением колебаний и релейным управлением.

Рассматриваемый класс релейных систем относится к системам с дву-
мя масштабами времени («systems with fast and slow dynamics», см., напри-
мер, [23, 24]), поведение которых определяют две частоты: частота вынуж-
дающей силы и высокочастотные осцилляции, порождаемые быстрыми пе-
реключениями релейного элемента. Такие системы демонстрируют феномен,
близкий к «пачечной» ритмической активности нейронов, когда пакеты быст-
рых колебаний перемежаются с интервалами «молчания». Типичным при-
мером модельного отображения, описывающего такое поведение нейронов,
является разрывное отображение Рулькова Н. [17]. Бифукационные механиз-
мы возникновения пачечных колебаний изучались многими авторами (см.,
например, [18–21, 25]).

В данной работе изучается захват колебаний релейной системы внешним
периодическим возбуждением, который проявляется в возникновении регу-
лярных движений, близких к «пачечной» ритмической динамике нейронов.
Сначала сводится дифференциальное уравнение (1) к отображению окруж-
ности на себя. Показано, что в зависимости от параметров, такое отображе-
ние является диффеоморфизмом на окружности или разрывным. Получено
аналитически уравнение для границ разрыва (многообразие переключения)
и границ поглощающей области в фазовом пространстве. Определена грани-
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ца, разделяющая пространство параметров на области существования раз-
рывного отображения и диффеоморфизма на окружности. В обоих случаях
отображение демонстрирует так называемую бифуркационную структуру до-
бавления периода («period-adding») [26, 27].

В [22] было показано как численно, так и экспериментально, что интерва-
лам молчания отвечают фазы низкочастотных колебаний, которые прерыва-
ются пачками быстрых осцилляций. В представленной работе выявлено, что в
области параметров, где отображение разрывное, число пачек на периоде пе-
риодического движения определяется числом вращения, а длина интервалов
между пачками – границами поглощающей области. Изменение числа им-
пульсов в пачке происходит через бифуркацию граничного столкновения, ко-
гда одна из периодических точек отображения сталкивается с многообразием
переключения, что отвечает касанию решения (1) при S = 1 верхнего порога
переключения релейного элемента. Такую бифуркацию в негладких диффе-
ренциальных уравнениях называют «grazing bifurcation» («скользящая би-
фуркация») [28–31].

2. Математическая модель с дискретным временем

2.1. Отображение первого возвращения

В силу периодичности f по t с периодом 2π фазовая плоскость (1) пред-
ставляет собой прямоугольник шириной 2π с отождествленными точками
N ′, N (рис. 1,а). Уравнение (1) сводится к системе автономных дифференци-
альных уравнений

θ̇ = 1, ẋ = f(θ, x),(2)

фазовыми переменными которой являются θ = t− 2π�t/(2π)� и x. Здесь �·� –
функция, выделяющая целую часть аргумента.

Решение уравнения (2) при S = 1, начинающееся в точке, принадлежащей
нижнему порогу переключения релейного элемента q − χ, достигает точки
верхнего порога q + χ спустя время z+k . Затем (после переключения релейного
элемента S = 1 → S = 0) возвращается обратно в точку нижнего порога q−χ
через z−k (см. рис. 1,б ).

Cоединим концы отрезка [0; 2π] и образуем окружность единичного ра-
диуса [1] (рис. 1,в). Тогда можно ввести отображение F , ставящее в соот-
ветствие каждой точке Pk на единичной окружности такую точку Pk+1, в
которую перейдет Pk при повороте на угол θk+1 согласно дифференциаль-
ным уравнениям (2) спустя время z+k + z−k, где z±k – ширина импульсов
при S = 1 и S = 0 соответственно (рис. 1,б,в).

Тогда изменение угла между последовательными точками Pk = P (1, θk),
k = 0, 1, 2, . . . на единичной окружности описывается:

θ �→ F (θ) mod 2π, F (θ) = θ + z+(θ) + z−(θ), 0,0 � θ � 2π.(3)
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Рис. 1. a – Периодическое решение неавтономного уравнения (1). б – Увели-
ченный фрагмент решения на а, поясняющий технику получения отображе-
ния первого возвращения Пуанкаре. в – Отображение окружности на себя. г –
Периодическая орбита отображения, соответствующая периодическому реше-
нию уравнения (1).

Здесь z+ – наименьшее неотрицательное решение уравнения

q + χ = eλz
+
(q − χ− 1 + μ0) + 1− μ0 +Am

(
sin(θ + z+)− λ cos(θ + z+)

)−
−Am eλz

+
(sin θ − λ cos θ) ,

a z−:

q − χ = eλz
−
(q + χ+ μ0)− μ0 +Am

(
sin(θ′ + z−)− λ cos(θ′ + z−)

)−
−Am eλz

− (
sin θ′ − λ cos θ′

)
, Am =

λμm
1 + λ2

, θ′ = θ + z+.

Отсюда орбита точки θ0 будет

θ1 = F (θ0), θ2 = F (θ1) = F 2(θ0), . . . , θk = F k(θ0), . . . .
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Рис. 2. а – Диффеоморфизм на окружности. б – Разрывное отображение
(«gap map»). в – К определению точки разрыва F и границ поглошающей
области J .

Характер движения на окружности определяется числом вращения

r = lim
k→∞

F k(θ)− θ

2πk
.

Eсли число вращения рациональное r =
n

m
, где n, m – целые числа, то суще-

ствует θ0 такое, что
Fm(θ0) = θ0 mod 2π

и орбита на окружности является m-периодической.
Если же r – иррациональное число, то в случае диффеоморфизма движе-

ние квазипериодическое: каждая итерация отображения дает новую точку
на единичной окружности и ни одна из этих точек не повторяется. Тогда Pk

образуют плотное множество на окружности.
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Это относилось к свойствам диффеоморфизмов. Если же отображение
необратимое или разрывное, то указанные свойства сохраняются, но есть раз-
личия. Подробное обсуждение этих различий можно найти в [26].

Для описания орбиты начальной точки θ0 системы (3), следуя [26], можно
использовать два символа L и R («left», «right»). Тогда орбита O(θ0) = {θi =
= F i(θ0), i = 0, 1, 2, . . .} описывается последовательностью:

σ̄0σ̄1σ̄2 · · · ,(4)

где символ σ̄i, i = 0, 1, 2, . . . в этой последовательности для каждого i � 0
определяется как

σ̄i =

{
L, θi < c0;

R, θi > c0.

В одномерных отображениях с одной точкой разрыва число вращения r
периодической орбиты периода m

Om(θ) = {θ ∈ I : θ, F k(θ), k = 1, . . . , m− 1},
Fm(θ) = θ, F k(θ) 	= θ

находится как [26]

r =
NR(Om)

NL(Om) +NR(Om)
,

где NL(Om), NR(Om) – число символов L и R в (4).

2.2. Свойства отображения
• Перепишем отображение (3) в виде

θk+1 = F (θk),

F (θ) =

{
FL(θ), θ < c0;

FR(θ), θ > c0.

Функции FL, FR непрерывны и строго возрастают на отрезках [FR(c0); c0]
и [c0;FL(c0)] соответственно. Отображение F не имеет неподвижных точек
в (FR(c0);FL(co)).

• Если

FR ◦ FL(c0) < FL ◦ FR(c0),

тогда каждая точка θ ∈ J имеет либо единственный прообраз, либо не
имеет прообразов внутри J .
Если существует непустой подинтервал (FR ◦ FL(c0);FL ◦ FR(c0)), состоя-
щий из точек, не имеющих прообразов в J , то в этом случае говорят что
F является разрывным («gap map»).
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• На рис. 2,а изображен случай, когда F – функция непрерывная и моно-
тонно возрастающая. Тогда F содержит одну фиктивную точку разрыва,
такую, что

FR(c0) = FL(c0)

и F (θ + 2π) = F (θ) + 2π.
• На рис. 2,б показан случай, когда F содержит одну точку разрыва. Как

возникает разрыв, поясняется далее. Более того, точки cL = FR(c0) и cR =
= FL(c0), называемые критическими точками ранга один, определяют гра-
ницы инвариантной поглощающей области J = [cL; cR]. Функция F может
иметь локальные экстремумы, но они находятся вне J . Поэтому внутри J
функция F является кусочно возрастающей.
Более того, в этом случае FL(c0) < FR(c0), так что в поглащающей обла-
сти J отображение F является разрывным («gap map»)(см. рис. 2,в).

• Условие, когда отображение F становится разрывным, формулируется
утверждением 1.

Утв е ржд е ни е 1. Разрыв F возникает, когда решение x(t) уравне-
ния (1) при S = 1, начинающееся в точке нижнего порога q−χ переклю-
чения релейного элемента, касается верхнего порога переключения q+ χ.
В этом случае функция F имеет точку разрыва c0, которая удовлетво-
ряет уравнению

F (c0) = c∗,(5)

где F (y) = y + z+(y) [22, 27].

Легко видеть, что функция F в правой части уравнения (5) задана неявно.
Цель состоит в том, чтобы получить уравнение относительно точки разры-
ва c0 в явном виде.

Условие касания x(t) верхнего порога переключения q + χ релейного эле-
мента записывается как

ϕt + ϕx ẋ(t)|t=c∗ = 0, ϕ = q + χ− x.(6)

Так как ϕt = 0 и ϕx = −1, то (6) эквивалентно

ẋ(t)|t=c∗ = 0, ẋ = λ(x− 1 + μ0 + μm cos t).

Отсюда

x(c∗)− 1 + μ0 + μm cos c∗ = 0.

Принимая во внимание, что x(c∗) = q + χ, получим

q + χ− 1 + μ0 + μm cos c∗ = 0.
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Решив это уравнение относительно c∗, получим

c∗ = 2π − arccos

(
1− q − χ− μ0

μm

)
,

если −1 � 1−q−χ−μ0

μm
� +1.

Из условия −1 � 1−q−χ−μ0

μm
� +1 находим границу L, разделяющую в про-

странстве параметров области существования разрывного отображения и
диффеоморфизма. Обозначим эти области как Πgap и Πcircle. Граница между
Πgap и Πcircle на плоскости варьируемых параметров (χ0,Γ) есть

L = {(χ0,Γ) : Γ = 6,025 + χ0}.(7)

После того, как найдена c∗, определим точку разрыва c0. Для получения
уравнения относительно c0 в явном виде, используем условие касания

x(c∗)− 1 + μ0 + μm cos c∗ = 0.(8)

Поскольку

x(c∗) = eλ(c∗−c0)(q − χ− 1 + μ0) + 1− μ0 +(9)

+Am t(sin c∗ − λ cos c∗)−Am eλ(c∗−c0) (sin c0 − λ cos c0),

то, подставив (9) в (8), получим:

eλ(c∗−c0)(q − χ− 1 + μ0) +Am (sin c∗ − λ cos c∗)−
−Am eλ(c∗−c0) (sin c0 − λ cos c0) + μm cos c∗ = 0.

Это уравнение решается численно.

3. Бифуркационный анализ

На рис. 3,а изображена двухпараметрическая бифуркационная диаграм-
ма, рассчитанная численно на плоскости параметров (χ0,Γ), на которую на-
несена граница L. Выше этой границы расположена область Πcircle, где отоб-
ражение (2) есть диффеоморфизм на окужности, а ниже – область Πgap су-
ществования разрывного отображения («gap map»).

На рис. 3,б приведена однопараметрическая бифуркационная диаграмма,
а на рис. 3,в – увеличенный фрагмент этой диаграммы, показывающий пе-
реход к синхронизации 1 : 5 и выход из нее через седло-узловую бифурка-
цию в области Πcircle. Сплошные линии соответствуют устойчивому 5-циклу,
а пунктирные – седловому 5-циклу. На границах резонансного языка 1 : 5
устойчивый и седловой 5-циклы сливаются и исчезают. Области синхрони-
зации имеют классическую структуру так называемых языков Арнольда [8].
Между языками Арнольда находятся области квазипериодических режимов
с иррациональными числами вращения.
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Рис. 3. a – Двуxпараматрическая бифуркационная диаграмма на плоскости пара-
метров (χ0,Γ) отображения (3), на которую нанесена граница L (7). б – Однопара-
метрическая бифуркационная диаграмма для сечения A: 0,4 � χ0 � 0,61, Γ = 6,6. в –
Увеличенный фрагмент бифуркационной диаграммы на б для окрестности резонан-
са 1 : 5 области Πcircle: (0,512 � χ0 � 0,56, Γ = 6,6). Здесь пунктирные линии отвеча-
ют неустойчивому 5-циклу, а сплошные – устойчивому. г – Увеличенный фрагмент
бифуркационной диаграммы на б для окрестности резонанса 2 : 9, часть которой
находится в области Πcircle, а часть – в Πgap (сечение A): 0,57 � χ0 � 0,585 и Γ =
= 6,6. д – Чертова лестница: зависимость числа вращения r от χ0, 0,45 � χ0 � 0,61,
Γ = 6,6. е – Однопараметрическая бифуркационная диаграмма для области Πgap,
иллюстрирующая каскад бифуркаций добавления периода: 0,35 � χ0 � 0,65, Γ =
= 6,25, (сечение B).
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Рис. 4. a – Периодическиое решение в области Πgap. б – Периодическое ре-
шение в области Πcircle.

На рис. 3,г представлен увеличенный фрагмент диаграммы на рис. 3,б , ил-
люстрирующий бифуркационный переход, когда пересекается граница между
областями Πcircle и Πgap. Как можно видеть из этой диаграммы, вход в режим
синхронизации порядка 2 : 9 происходит в Πcircle, а выход из нее – в обла-
сти Πgap. Исследования показали, что переход на границе языка 2 : 9 в Πcircle

происходит через классическую седло-узловую бифуркацию, а на границе в
области Πgap – через седло-узловую бифуркацию граничного столкновения
(«border-collision fold») [22].

На рис. 3,д показана так называемая «чертова лестница»: зависимость
числа вращения от χ0. На этом рисунке выделены ступеньки, отвечающие
резонансам 1 : 6, 1 : 5, 2 : 9 1 : 4.

На рис. 3,е приведена однопараметрическая бифуркационная диаграмма,
демонстрирующая каскад бифуркаций добавления периода в области Πgap.

На рис. 4,а показано периодическое движение, иллюстрирующее пачечную
динамику в области Πgap для 1 : 6. Как можно видеть из этого рисунка, число
пачек определяется числителем числа вращения. А интервал между пачками
определяется границами поглощающей области. Изменение числа импульсов
в пачках происходит через бифуркацию граничного столкновения, когда одна
из периодических точек попадает на границу разрыва F .

На рис. 4,б приведено периодическое решение в области Πcircle, где этот
аттрактор локализован в зоне гистерезиса релейного элемента.

Изучение бифуркационных механизмов возникновения пачечных колеба-
ний отображения (3) в области Πcircle – задача будущих исследований.

4. Заключение

Статья посвящена обсуждению необычного явления, обнаруженного в ре-
лейной системе с гистерезисои и внешним периодическим возбуждением.
Этот феномен связан с вынужденной синхронизацией релейных систем и
проявляется в возникновении периодической динамики, близкой к «пачеч-
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ной» ритмической активности нейронов, когда пакеты быстрых колебаний
перемежаются с интервалами «молчания».

Приводится методика изучения такого явления с помощью отображения
окружности на себя. В зависимости от параметров отображение может быть
диффеоморфизмом или разрывным («gap map»). Показано, что в обоих слу-
чаях отображение демонстрирует так называемую бифуркационную струк-
туру «добавления периода» («period-adding»).

Выявлено, что в области Πgap число пачек на периоде периодического
движения определяется его числом вращения, а длина интервалов между
пачками – границами поглошающей области. Изменение числа импульсов в
пачке происходит через бифуркацию «граничного столкновения» («border
collision»), которую в негладких дифференциальных уравнениях называют
«скользящей бифуркацией» («grazing bifurcation»).

В силу того, что функция F кусочно-монотонно возрастающая с одной
точкой разрыва c0 в J (см. рис. 2,а,б , доказательство приведено в [22]), язы-
ки Арнольда с числами вращения 1 :m, m = 2, 3, . . . (m – период цикла)
на плоскости параметров не пересекаются [7]. Области периодичности, от-
вечающие устойчивым m-циклам более высоких уровней сложности, распо-
ложенные между этими языками, также не пересекаются. Отображение (3)
демонстрирует типичное явление добавления периода, и в одномерных отоб-
ражениях рассматриваемого класса не может быть бистабильного поведе-
ния [7, 26, 32–34]. Однако, хорошо известно, что если, например слева от
точки разрыва функция F возрастающая, а справа – убывающая, то воз-
можна бистабильность [26]. В отображениях с перекрытиями («overlapping
maps» [26]) динамика гораздо сложнее, связанная с мультистабильностью,
как и в многомерных системах (см., например, [35–38] и цитируемую там
литературу).
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О ПРЕОБРАЗОВАНИИ СТАЦИОНАРНОГО НЕЧЕТКО СЛУЧАЙНОГО
ПРОЦЕССА ЛИНЕЙНОЙ ДИНАМИЧЕСКОЙ СИСТЕМОЙ

В данной работе изучены стационарные случайные процессы с нечет-
кими состояниями. Установлены свойства их числовых характеристик –
нечетких ожиданий, ожиданий и ковариационных функций. Обосновано
спектральное представление ковариационной функции – обобщенная тео-
рема Винера–Хинчина. Основное внимание уделено задаче о преобразова-
нии стационарного нечетко случайного процесса (сигнала) линейной ди-
намической системой. Получены формулы, связывающие нечеткие ожи-
дания (и ожидания) входных и выходных стационарных нечетко случай-
ных процессов. Разработан и обоснован алгоритм вычисления ковариа-
ционной функции стационарного нечетко случайного процесса на выходе
линейной динамической системы по ковариационной функции стационар-
ного входного нечетко случайного процесса. Полученные результаты опи-
раются на свойства нечетко случайных величин и числовых случайных
процессов. В качестве примеров рассмотрены треугольные нечетко слу-
чайные процессы.

Ключевые слова: стационарные случайные процессы, нечеткие состояния,
нечеткие ожидания, ковариационные функции, преобразование нечетко
случайного процесса линейной динамической системой.
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1. Введение

В данной работе изучаются непрерывные случайные процессы с нечетки-
ми состояниями (нечетко случайные процессы). А именно время и множество
возможных нечетких состояний считаются непрерывными. При этом сечение
непрерывного нечетко случайного процесса в любой момент времени пред-
ставляет собой нечетко случайную величину. В предлагаемом исследовании
применяются известные результаты по нечеткому моделированию [1, 2], тео-
рии нечетко случайных величин [3–5] и классические результаты теории ве-
щественных случайных процессов [6, 7].

Настоящая работа продолжает исследования по теории непрерывных слу-
чайных процессов с нечеткими состояниями, начатые автором в [8], в которой
изучены свойства нечетких ожиданий, ожиданий и ковариационных функ-
ций непрерывных нечетко случайных процессов, а также с помощью метода
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функции Грина исследована задача о взаимосвязи характеристик нечетко
случайных сигналов на входе и выходе линейной динамической системы.

В представленной работе введены и исследованы стационарные нечетко
случайные процессы, в частности, получено спектральное представление ко-
вариационной функции – обобщенная теорема Винера–Хинчина. На базе этой
теоремы предложен и обоснован алгоритм вычисления характеристик стацио-
нарного нечетко случайного процесса (сигнала) на выходе линейной динами-
ческой системы, а именно – нечеткого ожидания, ожидания и ковариационной
функции по соответствующим характеристикам входного нечетко случайного
процесса (сигнала). Полученные в этой области результаты являются разви-
тием на случай нечеткости известных [6, гл. 7; 7, гл. VII] для вещественных
непрерывных случайных процессов.

Подчеркнем отличие подхода и результатов данной работы от исследо-
ваний, посвященных случайным процессам с непрерывным временем и дис-
кретными нечеткими состояниями. Например, в [9–12] обсуждаются нечеткие
системы массового обслуживания, а в [13, 14] рассматриваются стохастиче-
ские нечеткие динамические системы автоматического регулирования. При
этом в упомянутых работах стационарные нечетко случайные процессы и их
ковариационные функции не обсуждаются.

Ниже под нечетким числом z̃, заданным на универсальном простран-
стве R – вещественных чисел, понимается совокупность упорядоченных пар
(x, μz̃(x)), где функция принадлежности μz̃ : R → [0, 1], определяет степень
принадлежности ∀x ∈ R множеству z̃ [1, гл. 5]. В данной работе использует-
ся интервальное представление нечетких чисел [1, гл. 5] При этом множество
α-уровня нечеткого числа z̃ с функцией принадлежности μz̃(x) определяется
соотношением Zα = {x|μz̃(x) � α} (α ∈ (0, 1]), Z0 = cl{x|μz̃(x) > 0}, где cl –
обозначает замыкание множества.

Будем считать, что все α-уровни нечеткого числа – замкнутые и ограни-
ченные интервалы вещественной оси. Таким образом, Zα = [z−(α), z+(α)], где
z−(α) и z+(α) – левый и соответственно правый α-индексы нечеткого числа.

Ниже будем рассматривать совокупность нечетких чисел J , для которых
индексы z±(α) удовлетворяют следующим стандартным условиям:

1. z−(α) � z+(α), ∀α ∈ [0, 1].
2. Функция z−(α) ограничена, не убывает, непрерывна слева на промежут-

ке (0, 1] и непрерывна справа в точке 0.
3. Функция z+(α) ограничена, не возрастает, непрерывна слева на проме-

жутке (0, 1] и непрерывна справа в точке 0.
Под суммой нечетких чисел понимается нечеткое число, индексы которого

являются суммами соответствующих индексов слагаемых. Умножение нечет-
кого числа на положительное число означает умножение индексов на это
число. Умножение на отрицательное вещественное число означает умноже-
ние индексов на это число и перемену их местами. Равенство нечетких чисел
понимается как равенство всех соответствующих α-индексов (при ∀α ∈ [0, 1]).
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Вещественное число r ассоциируется с нечетким числом, левый и правый
α-индексы которого при ∀α ∈ [0, 1] совпадают с r.

2. Нечеткие ожидания, ожидания и ковариации
нечетко случайных величин

Пусть (Ω,Σ, P ) – вероятностное пространство, где Ω – множество элемен-
тарных событий, Σ – σ-алгебра, состоящая из подмножеств множества Ω,
P – вероятностная мера. Рассмотрим отображение X̃ : Ω → J . Его интер-
валы α-уровня Xα(ω) при фиксированном ω ∈ Ω определяются формула-
ми Xα(ω) = {r ∈ R : μX̃(ω)(r) � α} α ∈ (0, 1], X0(ω) = cl{μX̃(ω)(r) > 0}, где
μX̃(ω)(r) – функция принадлежности нечеткого числа X̃(ω). Интервал Xα(ω)

представим в виде Xα(ω) = [X−(ω,α),X+(ω,α)]. Его границы X−(ω,α),
X+(ω,α) называют левым и соответственно правым α-индексами для X̃(ω).

Отображение X̃ : Ω → J называют нечетко случайной величиной (Н.С.В.)
(см., напр., [3, 4]), если вещественнозначные функции X±(ω,α) измеримы
по ω для ∀α ∈ [0, 1]. В этом случае α-индексы являются вещественными слу-
чайными величинами при ∀α ∈ [0, 1].

В дальнейшем будем рассматривать класс X− Н.С.В., для которых индексы
X−(ω,α) и X+(ω,α) квадратично суммируемы на Ω× [0, 1]. Положим

x−(α) = EX−(ω,α), x+(α) = EX+(ω,α).(1)

Здесь и ниже символ E обозначает математическое ожидание случайной
величины, т.е. для случайной величины ξ(ω) полагаем Eξ =

∫
Ω ξ(ω) dP .

Нечеткое число с индексами, определяемыми в (1), называют нечетким
ожиданием Н.С.В. X̃ и обозначают M(X̃), а его индексы – [M(X̃)]±α .

Ожидание m(X̃) Н.С.В. X ∈ X− определяют как среднее [15] нечеткого чис-
ла M(X̃) с α-индексами M±(α), задаваемыми формулой (1)

m(X̃) =
1

2

1∫
0

(
[M(X̃)]−(α) + [M(X̃)]+(α)

)
dα.(2)

Для Н.С.В. X̃ и Ỹ ковариацию определяют равенством [4]

cov(X̃, Ỹ ) =
1

2

1∫
0

(
cov(X−

α , Y
−
α ) + cov(X+

α , Y
+
α )

)
dα,(3)

а дисперсию D(X̃) = cov(X̃, X̃). В (3) ковариации вещественных случайных
величин X±

α и Y ±
α задаются стандартной [16, гл. 14] формулой cov(X±

α , Y
±
α ) =

= E(X±
α − E(X±

α ))(Y ±
α − E(Y ±

α )).
Свойства нечетких ожиданий, ожиданий, ковариаций и дисперсий Н.С.В.

обсуждаются в [4, 5, 17, гл. 6].
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3. Непрерывные случайные процессы с нечеткими состояниями

В этом и следующем пунктах будет использовано понятие предела, непре-
рывности и дифференцируемости вещественных случайных процессов в сред-
нем квадратичном (с.к.). А именно, рассмотрим гильбертово пространство H
вещественных случайных величин ξ, определенных на вероятностном про-
странстве (Ω,Σ, P ), обладающих конечным вторым моментом, т.е. Eξ2 <∞.
Скалярное произведение и норму в H вводят равенствами (ξ, η) = Eξη, ‖η‖ =

= (ξ, ξ)
1
2 . Пусть ξ(t) – вещественный случайный процесс, такой, что ξ(t) ∈ H

при ∀ t ∈ [t0, T ]. Для него понятия с.к.-непрерывности и с.к.-дифференцируе-
мости определяются как соответствующие понятия для функций со значе-
ниями в H (см. [7, гл. I]).

Пусть [t0, T ] – расширенный отрезок числовой оси. Непрерывным случай-
ным процессом с нечеткими состояниями или нечетко случайным процес-
сом (Н.С.П.) X̃(t) будем называть отображение X̃ : [t0, T ] → X−, т.е. функцию
X̃(t) = X̃(ω, t), значениями которой при ∀ t ∈ [t0, T ] являются Н.С.В. из X−.

Обозначим α-индексы Н.С.П. X̃(ω, t) через X±
α (ω, t). Ниже будем рассмат-

ривать класс Н.С.П., для которых вещественные функции X±
α (ω, t) квадра-

тично суммируемы по совокупности переменных на Ω× [0, 1] × [t0, T ].
Определим нечеткое ожидание M(X̃(t)) = M(X̃(ω, t)) Н.С.П. X̃(ω, t) при

∀ t ∈ [t0, T ] как нечеткое ожидание (1), соответствующей Н.С.В. с α-индек-
сами, равными

[M(X̃(t))]±α = EX±
α (ω, t), (∀α ∈ [0, 1]).(4)

Из свойств нечетких ожиданий Н.С.В. (см. [5, 18]) вытекает

Утв е ржд е ни е 1. Для нечетких ожиданий Н.С.П. справедливы свой-
ства:
1. Для неслучайной функции z̃ : [t0, T ] → J справедливо M(z̃(t)) = z̃(t).
2. Если ϕ : [t0, T ] → R – неслучайный скалярный множитель, а X̃(t) –

Н.С.П., то M(ϕ(t)X̃(t)) = ϕ(t)M(X̃(t)).
3. Для Н.С.П. X̃(t) и Ỹ (t) справедливо равенство M(X̃(t) + Ỹ (t)) =

=M(X̃(t)) +M(Ỹ (t)).

Ожидание Н.С.П. X̃(t) при ∀ t ∈ [t0, T ] согласно (2) определяется форму-
лой

m(X̃(t)) =
1

2

1∫
0

(
[M(X̃(t))]−α + [M(X̃(t))]+α

)
dα.

Прим ер 1. Пусть вещественные случайные процессы ξi(ω, t) (i = 1, 2, 3;
ω ∈ Ω, t ∈ [t0, T ]) квадратично суммируемы на Ω× [t0, T ] и таковы, что
ξ1(ω, t) < ξ2(ω, t) < ξ3(ω, t) при всех ω ∈ Ω, t ∈ [t0, T ].

Рассмотрим Н.С.П. X̃(t), для которого при всех ω ∈ Ω, t ∈ [t0, T ] нечеткое
число X̃(ω, t) имеет треугольный вид (ξ1(ω, t), ξ2(ω, t), ξ3(ω, t)), т.е. функция
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принадлежности X̃(ω, t) при всех ω ∈ Ω, t ∈ [t0, T ] дается формулой

μω,t(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x− ξ1(ω, t)

ξ2(ω, t)− ξ1(ω, t)
, если x ∈ [ξ1(ω, t), ξ2(ω, t)];

x− ξ3(ω, t)

ξ2(ω, t)− ξ3(ω, t)
, если x ∈ [ξ2(ω, t), ξ3(ω, t)];

0, в противном случае.

В этом случае α-индексы X̃(t) определяются выражениями

X−
α (t) = (1− α)ξ1(t) + αξ2(t), X+

α (t) = (1− α)ξ3(t) + αξ2(t).(5)

Согласно (4), (5) нечеткое ожидание M(X̃(t)) задается формулами для
α-индексов

[M(X̃(t))]−α = (1− α)Eξ1(t) + αEξ2(t) (∀α ∈ [0, 1]),

[M(X̃(t))]+α = (1− α)Eξ3(t) + αEξ2(t) (∀α ∈ [0, 1]).

При этом в силу (2) ожидание Н.С.П. X̃(t) равно

m(X̃(t)) =
1

4
(Eξ1(t) + 2Eξ2(t) + Eξ3(t)).

Ниже рассмотрим понятие ковариационной функции Н.С.П. и ее свой-
ства. В соответствии с (3) ковариационной функцией Н.С.П. X̃(t) назовем
величину

KX̃(t, s) = cov(X̃(t), X̃(s)) =
1

2

1∫
0

(
KX−

α
(t, s) +KX+

α
(t, s)

)
dα.(6)

Здесь KX−
α
(t, s) и KX+

α
(t, s) – ковариационные функции вещественных слу-

чайных процессов X−
α (t) и X+

α (t), определяемые равенствами

KX±
α
(t, s) = E

(
X±

α (t)− E(X±
α (t))

) (
X±

α (s)− E(X±
α (s))

)
.

Дисперсия Н.С.П. X̃(t) равна DX̃(t) = KX̃(t, t).

Прим ер 2. Пусть выполнены условия примера 1 и дополнительно слу-
чайные процессы ξ1(t), ξ2(t), а также ξ2(t), ξ3(t) попарно некоррелирован-
ны. Тогда ковариационная функция KX̃(t1, t2) Н.С.П. X̃(t) треугольного ви-
да (ξ1(t), ξ2(t), ξ3(t)) выражается через ковариационные функции Kξ1(t1, t2),
Kξ2(t1, t2), Kξ3(t1, t2) случайных процессов ξ1(t), ξ2(t) и ξ3(t) формулой

KX̃(t1, t2) =
1

6
{Kξ1(t1, t2) + 2Kξ2(t1, t2) +Kξ3(t1, t2)} .
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Действительно, для ковариационной функции KX−
α
(t1, t2), согласно фор-

муле (5), для левого индекса X−
α (t) треугольного Н.С.П. в предположении о

некоррелированности ξ1(t) и ξ2(t) получим

KX−
α
(t1, t2) = (1− α)2Kξ1(t1, t2) + α2Kξ2(t1, t2).

Аналогично, с учетом некоррелированности ξ3(t) и ξ2(t) имеем

KX+
α
(t1, t2) = (1− α)2Kξ3(t1, t2) + α2Kξ2(t1, t2).

Тогда по определению (6) ковариационной функции Н.С.П. получим выска-
занное утверждение.

Согласно (6) и свойствам ковариаций вещественных случайных процессов
(см. [16, гл. 23]) имеет место

Утв е ржд е ни е 2. Ковариационная функция Н.С.П. X̃(t) обладает свой-
ствами:
1. Симметричность: KX̃(t1, t2) = KX̃(t2, t1) при ∀ t1, t2 ∈ [t0, T ].
2. Пусть X̃(t) – Н.С.П., а ϕ(t) – неслучайная числовая функция. Если

Н.С.П. Ỹ (t) =ϕ(t)X̃(t), то KỸ (t1, t2) =ϕ(t1)ϕ(t2)KX̃(t1, t2) при ϕ(t1)ϕ(t2)�
� 0.
3. Если Ỹ (t) = X̃(t) + ϕ(t), то KỸ (t1, t2) = KX̃(t1, t2).
4. Справедливо соотношение |KX̃(t1, t2)| �

√
DX̃(t1)DX̃(t2).

Н.С.П. X̃(ω, t) с α-интервалами [X−
α (ω, t),X+

α (ω, t)] называют [8] непре-
рывным в точке t, если все его α-индексы X±

α (ω, t) непрерывны по t как
скалярные случайные процессы в среднем квадратичном.

Н.С.П. X̃(ω, t) с α-индексами X−
α (ω, t), X+

α (ω, t) называют [8] дифферен-
цируемым в точке t (по Сеиккала), если все его α-индексы дифференцируемы
по t как скалярные случайные процессы в среднем квадратичном, а произ-
водные ∂

∂tX
−
α (ω, t) и ∂

∂tX
+
α (ω, t) являются соответственно нижним и верхним

α-индексами некоторой Н.С.В., называемой производной в точке t (сравни
с [19] для нечеткозначной функции). В этом случае производную по t Н.С.П.
X̃(t) будем обозначать как X̃ ′(t) = ∂

∂tX̃(ω, t).
Обычным образом последовательно определяется понятие второй и после-

дующих производных.

Зам е ч а ни е 1. В силу определения производной Н.С.П. и согласно ариф-
метическим свойствам нечетких чисел в интервальной форме операция диф-
ференцирования Н.С.П. – линейна, т.е. производная суммы (разности) Н.С.П.
равна сумме (разности) производных, а постоянный множитель может выно-
ситься за знак производной.

Зам е ч а ни е 2. Производная Н.С.В. (постоянной) совпадает с нечетким
числом, левые и правые α-индексы которого равны нулю при ∀α ∈ [0, 1].

Имеет место теорема о нечетком ожидании производной Н.С.П.
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Те ор ем а 1. Пусть Н.С.П. X̃(t) дифференцируем в области t ∈ (t0, T ).
Тогда определена производная от нечеткого ожидания Н.С.П. X̃(t) и нечет-
кое ожидание производной Н.С.П. равно производной от нечеткого ожида-
ния

MX̃ ′(t) = (MX̃(t))′.(7)

Дока з а т е л ь с т в о. По определению производной Н.С.П. и нечеткого
ожидания Н.С.П. можем записать

[M(X̃ ′(t))]±α = E[X̃ ′(t)]±α = E(X±
α )′(t) = (EX±

α (t))′.

Последнее равенство следует из соответствующего свойства вещественных
случайных процессов [6, гл. 6]. Тогда, используя определение производной
нечеткозначной функции MX̃(t) по Сеиккала [19], а также интервальный
признак равенства нечетких чисел, получим (7).

Подчеркнем, что (7) представляет собой равенство нечеткозначных функ-
ций. Отметим, что теорема 1 несколько усиливает результат из [8].

Сл ед с т в и е 1. В условиях теоремы 1 имеет место утверждение для
ожиданий от Н.С.П. для производных

mX̃ ′(t) = (mX̃(t))′.(8)

Кроме того, справедливо следующее утверждение для ковариационной
функции от производной Н.С.П.

Те ор ем а 2 [8]. Пусть определены и непрерывны по совокупности пе-

ременных t, s, α вторые производные
∂2KX−

α
(t, s)

∂t∂s
и
∂2KX+

α
(t, s)

∂t∂s
ковариа-

ционных функций α-индексов X±
α (t) для Н.С.П. X̃(t). Тогда ковариационная

функция KX̃′(t, s) производной X̃ ′(t) нечетко случайного процесса X̃(t) зада-
ется формулой

KX̃′(t, s) =
∂2KX̃(t, s)

∂t∂s
.(9)

4. Стационарные нечетко случайные процессы

Как известно, вещественный случайный процесс ξ(t) с E|ξ(t)|2 <∞ при
t ∈ [0,∞) называют стационарным в широком смысле (коротко – стационар-
ным), если он имеет постоянное математическое ожидание Eξ(t) = a и ко-
вариационную функцию E[ξ(t)− a][ξ(s)− a] = Kξ(t− s), зависящую лишь от
разности аргументов (см. [6, гл. 7; 7, гл. VII]).

Назовем Н.С.П. X̃(t), t ∈ [0,∞) стационарным, если его α-индексы
при ∀α ∈ [0, 1] являются вещественными стационарными случайными про-
цессами.
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Прим ер 3. Пусть выполнены условия примера 2 и дополнительно все
случайные процессы ξj(t) (j = 1, 2, 3; t ∈ [0,∞)) являются стационарными.
Тогда треугольный Н.С.П. X̃(t) = (ξ1(t), ξ2(t), ξ3(t)) является стационарным.

Это следует из выражений, полученных в примерах 1, 2 для нечетких
ожиданий и соответственно ковариационных функций треугольного Н.С.П.
X̃(t) = (ξ1(t), ξ2(t), ξ3(t)).

Имеет место

Те ор ем а 3. Пусть X̃(t), t ∈ [0,∞) – стационарный Н.С.П. Тогда его
нечеткое ожидание M(X̃(t)) и ожидание m(X̃(t)) постоянны, а ковариа-
ционная функция KX̃(t1, t2) = KX̃(t2− t1) зависит от разности аргументов
t2 − t1 = τ .

Дока з а т е л ь с т в о. Пусть X̃(t) – стационарный Н.С.П. Обозначим по-
стоянные математические ожидания α-индексов X±

α (t) Н.С.П. X̃(t) при
∀α ∈ [0, 1] через m±

α . Согласно определению (3) они являются α-индексами
нечеткого ожидания M±

α = m±
α . Тогда нечеткое ожиданиеM(X̃(t)) постоянно

и ожидание m(X̃(t)) = 1
2

∫ 1
0 (m

+
α +m−

α )dα – также постоянно.

Обозначим ковариационные функции α-индексов, т.е. вещественных слу-
чайных процессов X±

α (t) через KX±
α
(t1, t2). По предположению X±

α (t) – ста-
ционарный случайный процесс, следовательно, KX±

α
(t1, t2) = KX±

α
(t2 − t1).

Тогда согласно определению (6) и ковариационная функция KX̃(t1, t2) Н.С.П.
X̃(t) зависит от разности аргументов t2 − t1 = τ .

Кроме того, справедлива

Те ор ем а 4. Ковариационная функция KX̃(τ) стационарного Н.С.П.
X̃(t) обладает свойствами:
1. Ковариационная функция является четной, т.е. KX̃(τ) = KX̃(−τ).
2. Дисперсия стационарного Н.С.П. X̃(t) постоянна и равна DX̃ = KX̃(0).
3. Справедливо неравенство |KX̃(τ)| � KX̃(0) (∀ τ ∈ R).

Теорема 4 следует из выполнения соответствующих свойств для ковариа-
ционных функций α-индексов KX−

α
(τ), KX+

α
(τ) (см. [16, гл. 24]) и представ-

ления (6).
Для стационарных Н.С.П. имеет место следующее уточнение теоремы 2.

Те ор ем а 5. В условиях теоремы 2 ковариационная функция производ-
ной X̃ ′(t) дифференцируемого стационарного Н.С.П. X̃(t) равна второй
производной от его ковариационной функции, взятой со знаком минус:
KX̃′(τ) = −K ′′

X̃
(τ).

Дока з а т е л ь с т в о. Согласно формуле (9) для ∀ t1, t2 ∈ [0,∞) имеем

KX̃′(t1, t2) =
∂2KX̃(t1, t2)

∂t1∂t2
.
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По условию X̃(t) – стационарный Н.С.П. Тогда по теореме 3 его ковариа-
ционная функция зависит от разности аргументов KX̃(t1, t2) = KX̃(τ) при
τ = t2 − t1. Следовательно,

KX̃′(t1, t2) =
∂2KX̃(τ)

∂t1∂t2
=

∂

∂t1

(
∂KX̃(τ)

∂t2

)
=

∂

∂t1

(
∂KX̃(τ)

∂τ

∂τ

∂t2

)
=

=
d2KX̃(τ)

dτ2
∂τ

∂t1
= K ′′

X̃
(τ)(−1) = −K ′′

X̃
(τ).

Здесь были учтены равенства ∂τ
∂t1

= −1 и ∂τ
∂t2

= 1. Таким образом, кова-
риационная функция Н.С.П. X̃ ′(t) зависит только от разности аргументов и
выполнено утверждение теоремы.

Утв е ржд е ни е 3. Производная X̃ ′(t) стационарного дифференцируемо-
го Н.С.П. X̃(t), t ∈ [0,∞) является стационарным Н.С.П.

Действительно, по условию α-индексы X±
α (t), t ∈ [0,∞) Н.С.П. X̃(t) при

∀α ∈ [0, 1] являются вещественными стационарными случайными процесса-
ми. Тогда в силу известного свойства вещественных стационарных процес-
сов [6, гл. 7] и их производные (X±

α )′(t) являются таковыми. Поэтому утвер-
ждение 3 вытекает из определения дифференцируемости Н.С.П.

Утв е ржд е ни е 4. Пусть Ỹ (t), t ∈ [0,∞) – стационарный k раз диффе-
ренцируемый на (0,∞) Н.С.П., а заданные постоянные bs � 0 (s = 0, 1, . . .
. . . , k) не все равные нулю. Тогда линейная комбинация производных Z̃(t) =
=

∑k
s=0 bsỸ

(s)(t) является стационарным Н.С.П.

Действительно, в условиях утверждения 4 левый и правый индексы Z±
α (t)

Н.С.П. Z̃(t) при ∀α ∈ [0, 1] имеют вид

Z±
α (t) =

[
k∑

s=0

bs(Ỹ )(s)(t)

]±

α

=
k∑

s=0

bs(Y
±
α (t))(s).

Здесь были учены определение производных Н.С.П. и свойства арифметиче-
ских операций с нечеткими числами в интервальной форме.

Поскольку Y ±
α (t) – стационарные вещественные процессы, то в силу из-

вестного результата для таких процессов [6, гл. 7] получим, что Z±
α (t) –

стационарные вещественные случайные процессы. Отсюда следует утвержде-
ние 4.

5. Спектральная плотность стационарного Н.С.П.
Обобщенная теорема Винера–Хинчина

Рассмотрим задачу о спектральном представлении ковариационной функ-
ции стационарного Н.С.П.

Как известно, для вещественного стационарного случайного процесса ξ(t),
определенного на бесконечном интервале времени [0,∞), имеет место [6, гл. 7;
7, гл. VII].
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Лемма 1 (теорема Винера–Хинчина). Ковариационная функция Kξ(τ)
и спектральная плотность Sξ(τ) вещественного стационарного случай-
ного процесса ξ(t) связаны между собой взаимно обратными косинус-
преобразованиями Фурье

Kξ(τ) =

∞∫
0

Sξ(ω) cosωτdω, Sξ(ω) =
2

π

∞∫
0

Kξ(τ) cosωτdτ.(10)

Зам е ч а ни е 3 [7, гл. VII. ] Существование спектральной плотности Sξ(ω)
вещественного стационарного случайного процесса ξ(t) и выполнение со-
отношений (10) обеспечивается, например, непрерывностью ковариацион-
ной функции Kξ(τ) процесса ξ(t) и ее суммируемостью на (0,∞) (т.е.∫ ∞
0 |Kξ(τ)|dτ <∞).

Приведем обобщение леммы 1 на случай стационарных Н.С.П. Пусть ста-
ционарный Н.С.П. X̃(t), заданный на [0,∞), имеет α-индексы X±

α (t) и пусть
SX±

α
(ω) – спектральные плотности стационарных случайных процессов X±

α (t)
(∀α ∈ [0, 1]), причем функции SX±

α
(ω) суммируемы по α на [0, 1]. Спектраль-

ной плотностью стационарного Н.С.П. X̃(t) назовем функцию

SX̃(ω) =
1

2

1∫
0

(
SX+

α
(ω) + SX−

α
(ω)

)
dα.(11)

Прим ер 4. Пусть выполнены условия примера 3. Обозначим через Sξi(ω)
спектральные плотности вещественных стационарных случайных процес-
сов ξi(t) (i = 1, 2, 3). Тогда спектральная плотность стационарного Н.С.П.
X̃(t) треугольного вида (ξ1(t), ξ2(t), ξ3(t)) описывается формулой

SX̃(ω) =
1

6
(Sξ1(ω) + 2Sξ2(ω) + Sξ3(ω)) .

Действительно, обозначим ковариационные функции вещественных слу-
чайных процессов ξi(t) через Kξi(τ). Согласно (5) и в силу предположения
о попарной некоррелированности случайных процессов ξ1(t) и ξ2(t), а так-
же ξ2(t) и ξ3(t) для ковариационных функций α-индексов X±

α (t) Н.С.П. X̃(t)
можем записать

KX−
α
(τ) = (1− α)2Kξ1(τ) + α2Kξ2(τ),

KX+
α
(τ) = (1− α)2Kξ3(τ) + α2Kξ2(τ).

Тогда на основании формул (10) для спектральных плотностей веществен-
ных стационарных случайных процессов X±

α получим

SX−
α
(ω) = (1− α)2Sξ1(ω) + α2Sξ2(ω),

SX+
α
(ω) = (1− α)2Sξ3(ω) + α2Sξ2(ω).
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Поэтому в соответствии с (11) спектральная плотность Н.С.П. X̃(t) треуголь-
ного вида (ξ1(t), ξ2(t), ξ3(t)) характеризуется формулой

SX̃(ω) =
1

2

⎛
⎝ 1∫

0

(1− α)2dαSξ1(ω) +

1∫
0

α2dαSξ2(ω) +

1∫
0

(1− α)2dαSξ3(ω)+

+

1∫
0

α2dαSξ2(ω)

⎞
⎠ =

1

6
(Sξ1(ω) + 2Sξ2(ω) + Sξ3(ω)) ,

которая влечет утверждение 4.
Отметим, что по определению (11) и в силу свойств спектральных плот-

ностей вещественных стационарных случайных процессов (см. [16, гл. 24])
справедливо

Утв е ржд е ни е 5. Выполнены следующие свойства спектральной плот-
ности стационарного Н.С.П.:
1. Спектральная плотность стационарного Н.С.П. X̃(t) неотрицатель-

на, т.е. SX̃(ω) � 0.

2. Интеграл от спектральной плотности стационарного Н.С.П. X̃(t)
в пределах от нуля до бесконечности равен дисперсии Н.С.П. X̃(t), т.е.∫ ∞
0 SX̃(ω)dω = DX̃ .

Целесообразность данного выше определения (11) подтверждается уста-
новленной ниже обобщенной теоремой Винера–Хинчина.

Те ор ем а 6. Пусть X̃(t), t ∈ [0,∞) – стационарный Н.С.П. и для его
α-индексов X±

α (t) при любом α ∈ [0, 1] определены ковариационная функция
KX±

α
(τ) и спектральная плотность SX±

α
(ω), причем они суммируемы по со-

вокупности переменных на [0,∞) × [0, 1]. Тогда ковариационная функция и
спектральная плотность стационарного Н.С.П. X̃(t) связаны между собой
взаимно обратными косинус-преобразованиями Фурье:

KX̃(τ) =

∞∫
0

SX̃(ω) cos ωτdω, SX̃(ω) =
2

π

∞∫
0

KX̃(τ) cos ωτdτ.(12)

Дока з а т е л ь с т в о. Покажем первую из формул (12). Для стацио-
нарных вещественных процессов X±

α (t) по лемме 1 имеем KX−
α
(τ) =

=
∞∫
0

SX−
α
(ω) cosωτdω и KX+

α
(τ) =

∞∫
0

SX+
α
(ω) cos ωτdω. Сложим обе части этих

равенств, а затем проинтегрируем полученные результаты по α от 0 до 1.

Тогда
1∫
0

(KX−
α
(τ) +KX+

α
(τ))dα =

1∫
0

∞∫
0

(SX−
α
(ω) + SX+

α
(ω)) cos ωτdωdα. Меняя в

правой части порядок интегрирования на основании теоремы Фубини и ис-
пользуя (6), (11), установим формулу для KX̃(τ).
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Кроме того, по лемме 1 SX±
α
(ω) = 2

π

∞∫
0

KX±
α
(τ) cos ωτdτ . Откуда, аналогич-

но предыдущему, с учетом (6), (11) следует вторая из формул (12).

Прим ер 5. Пусть выполнены условия примера 4. Тогда в силу теоре-
мы 6 и согласно примеру 4 ковариационная функция KX̃(t) треугольного
стационарного нечетко случайного процесса X̃(t) = (ξ1(t), ξ2(t), ξ3(t)) дается
формулой

KX̃(τ) =
1

6

∞∫
0

(Sξ1(ω) + 2Sξ2(ω) + Sξ3(ω)) cosωτdω =

=
1

6
{Kξ1(τ) + 2Kξ2(τ) +Kξ3(τ)} ,

где Kξi(τ) – ковариационные функции вещественных стационарных случай-
ных процессов ξi(t) (i = 1, 2, 3).

Отметим, что этот результат соответствует примеру 2.

6. О преобразовании стационарного Н.С.П. линейной динамической
стационарной системой

Пусть на вход некоторого устройства поступает случайный сигнал ξ(t),
а на выходе наблюдается случайный сигнал η(t). Устройство называется ста-
ционарной линейной динамической системой n-го порядка, если связь выхо-
да η(t) со входом ξ(t) описывается линейным дифференциальным уравнением
n-го порядка с постоянными коэффициентами вида

(13) anη
(n)(t) + an−1η

(n−1)(t) + · · ·+ a1η
′(t) + a0η(t) =

= bkξ
(k)(t) + bk−1ξ

(k−1)(t) + · · · + b1ξ
′(t) + b0ξ(t) (t > 0).

Здесь aj (j = 0, 1, . . . , n) и bs (s = 0, 1, . . . , k) – вещественные числа, причем
k < n.

Если динамическая система (13) асимптотически устойчива, а на ее вход
поступает вещественный стационарный случайный процесс ξ(t), то при до-
статочно больших значениях t, т.е. по окончании некоторого переходного
периода, случайный процесс η(t) на выходе можно считать стационарным.
В литературе широко известна задача (см. [6, гл. 7]) об установлении свя-
зи между числовыми характеристиками (математическими ожиданиями и
соответственно ковариационными функциями) входного и выходного веще-
ственных стационарных случайных сигналов динамической системы (13).

Ниже предполагается, что на вход динамической системы (13) посту-
пает стационарный Н.С.П. Ỹ (t), а на выходе наблюдается стационарный
Н.С.П. X̃(t).
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Требуется по известным характеристикам стационарного Н.С.П. Ỹ (t) на
входе вычислить характеристики стационарного Н.С.П. X̃(t) на выходе ди-
намической системы (13).

Рассмотрим задачу о вычислении постоянного нечеткого ожидания MX̃
(и ожидания mX̃) на выходе системы (13) по известному постоянному нечет-
кому ожиданию MỸ (либо ожиданию mỸ ) на входе.

Утв е ржд е ни е 6. Пусть на вход динамической системы (13) посту-
пает стационарный непрерывно дифференцируемый k раз Н.С.П. Ỹ (t),
t ∈ [0,∞), а на выходе наблюдается стационарный непрерывно дифференци-
руемый n раз Н.С.П. X̃(t), t ∈ [0,∞). Тогда справедливы соотношения

MX̃ =
b0
a0
MỸ , mX̃ =

b0
a0
mỸ .

Действительно, по условию имеет место следующее равенство:

(14) anX̃
(n)(t) + an−1X̃

(n−1)(t) + · · ·+ a1X̃
′(t) + a0X̃(t) =

= bkỸ
(k)(t) + bk−1Ỹ

(k−1)(t) + · · · + b1Ỹ
′(t) + b0Ỹ (t) (t > 0).

Приравняем нечеткое ожидание левой и правой частей равенства (14). Тогда,
используя алгебраические свойства нечетких ожиданий (утверждение 1) и
свойства производной от нечеткого ожидания (теорема 1), получим

(15) an(MX̃)(n)(t) + an−1(MX̃)(n−1)(t) + · · · + a1(MX̃)′(t) + a0MX̃(t) =

= bk(MỸ )(k)(t) + bk−1(MỸ )(k−1)(t) + · · ·+ b1(MỸ )′(t) + b0MỸ (t).

Так как нечеткие ожидания стационарных Н.С.П. Ỹ (t) и X̃(t) постоян-
ны, то в соответствии с замечанием 2 их производные любого порядка рав-
ны нечеткому числу, все левые и правые индексы которого равны нулю. То-
гда (15) влечет равенство

a0MX̃ = b0MỸ ,

откуда MX̃ = b0
a0
MỸ . Аналогично для ожиданий mX̃ = b0

a0
mỸ .

Далее по известной ковариационной функцииKỸ (τ) стационарного Н.С.П.
Ỹ (t) на входе динамической системы (14) найдем ковариационную функцию
KX̃(τ) и дисперсию DX̃ стационарного Н.С.П. X̃(t) на выходе.

Имеет место

Те ор ем а 7. Пусть коэффициенты динамической системы (14) неотри-
цательны, т. е. aj � 0 (j = 0, 1, . . . , n), bs � 0 (s = 0, 1, . . . , k). Пусть на вход
динамической системы (14) поступает непрерывно дифференцируемый k раз
Н.С.П. Ỹ (t), t ∈ [0,∞), причем для α-индексов Y ±

α (t) Н.С.П. Ỹ (t) при любом
α ∈ [0, 1] определены ковариационные функции KY ±

α
(τ) и спектральные плот-

ности SY ±
α
(ω), суммируемые по совокупности переменных на [0,∞) × [0, 1].
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Пусть на выходе динамической системы (14) наблюдается непрерывно
дифференцируемый n раз Н.С.П. X̃(t), t ∈ [0,∞). Тогда алгоритм вычисле-
ний (в действительной форме) ковариационной функции KX̃(τ) стационар-
ного Н.С.П. X̃(t) на выходе динамической системы (14) состоит из следую-
щих этапов:
1) по ковариационной функции KỸ (τ) стационарного Н.С.П. Ỹ (t) на входе

динамической системы (14) вычислим его спектральную плотность SỸ (ω)
по обобщенной формуле Винера–Хинчина (12)

SỸ (ω) =
2

π

∞∫
0

KỸ (τ) cosωτdτ ;(16)

2) по данному дифференциальному уравнению (14) найдем частотную ха-
рактеристику Φ(iω):

Φ(iω) =
bk(iω)

k + · · ·+ b1(iω) + b0
an(iω)n + · · ·+ a1(iω) + a0

,(17)

где i – мнимая единица;
3) по спектральной плотности SỸ (ω) на входе системы (16) и квадра-

ту модуля частотной характеристики (17) |Φ(iω)|2 найдем спектральную
плотность SX̃(ω) стационарного Н.С.П. X̃(t) на выходе системы:

SX̃(ω) = |Φ(iω)|2SỸ (ω);(18)

4) по спектральной плотности SX̃(ω) (18) на выходе системы вычис-
лим ковариационную функцию KX̃(τ) и (или) дисперсию DX̃ стационарного
Н.С.П. X̃(t) на выходе системы согласно обобщенной формуле Винера–Хин-
чина (12):

KX̃(τ) =

∞∫
0

SX̃(ω) cosωτdω, DX̃ =

∞∫
0

SX̃(ω)dω.(19)

Дока з а т е л ь с т в о. Для α-индексов X±
α (t) и Y ±

α (t) Н.С.П. X̃(t) и Ỹ (t)
в силу уравнения (14) для ∀α ∈ [0, 1] согласно определению производных
Н.С.П. и на основании предположения о положительности числовых коэффи-
циентов ak, bs, а также определения сложения нечетких чисел в интервальном
виде, имеем

an(X
±
α )(n)(t) + an−1(X

±
α )(n−1)(t) + · · ·+ a1(X

±
α )′(t) + a0X

±
α (t) =(20)

= bk(Y
±
α )(k)(t) + bk−1(Y

±
α )(k−1)(t) + · · · + b1(Y

±
α )′(t) + b0Y

±
α (t) (t > 0).

По условию теоремы α-индексы Y ±
α (t) и X±

α (t) являются вещественными
стационарными случайными процессами при t ∈ [0,∞). Далее для каждой
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пары вещественных стационарных случайных процессов Y ±
α (t) и X±

α (t), свя-
занных между собой динамической системой (20), применяется известный
алгоритм вычислений (см. [6, гл. 7], состоящий из пунктов 1)–4).

А именно, сначала для любого α ∈ [0, 1] по ковариационной функции
KY ±

α
(τ) случайного процесса Y ±

α (t) на входе динамической системы (20) в
соответствии с (10) вычисляется его спектральная плотность SY ±

α
(ω)

SY ±
α
(ω) =

2

π

∞∫
0

KY ±
α
(τ) cos ωτdτ.

Затем, используя частотную характеристику Φ(iω), определяются спек-
тральные плотности стационарных вещественных случайных процес-
сов X±

α (t) на выходе по формулам

SX±
α
(ω) = |Φ(iω)|2SY ±

α
(ω).

Отсюда, в силу (11), следует (18).
Далее находятся ковариационные функции

KX±
α
(τ) =

∞∫
0

SX±
α
(ω) cos ωτdω

вещественных стационарных случайных процессов X±
α (t) на выходе динами-

ческой системы (20).
После этого применяются данные выше определения ковариационной

функции (6) и спектральной плотности (11) стационарных Н.С.П.

KX̃(τ) =
1

2

1∫
0

(KX−
α
(τ) +KX+

α
(τ))dα =

=
1

2

1∫
0

⎛
⎝ ∞∫

0

(SX+
α
(ω) + SX−

α
(ω)) cos ωτdω

⎞
⎠ dα.

Меняя здесь порядок интегрирования на основании теоремы Фубини, полу-
чим

KX̃(τ) =

∞∫
0

⎛
⎝1

2

1∫
0

(SX+
α
(ω) + SX−

α
(ω))dα

⎞
⎠ cosωτdω =

∞∫
0

SX̃(ω) cosωτdω.

Таким образом, установлена первая из формул (19). Формула для диспер-
сии DX̃ следует из установленной, поскольку DX̃ = KX̃(0).
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Зам е ч а ни е 4. Уравнение (20) можно трактовать как уравнение в гиль-
бертовом пространстве H случайных величин с конечным вторым моментом.
Если выполнено условие отрицательности вещественных частей всех корней
характеристического уравнения anλ

n + an−1λ
n−1 + · · · + a0 = 0, то уравне-

ние (20) асимптотически устойчиво по Ляпунову в H (см. [21, гл. II]).

Зам е ч а ни е 5. Уравнение (15) по существу – нечетко дифференциаль-
ное уравнение. По поводу таких уравнений см. [19, 22]. Уравнение (14) пред-
ставляет собой нечетко случайное уравнение. Такие уравнения рассмотрены
в [23–25].

Прим ер 6. Пусть на вход линейной динамической системы (13) поступа-
ет Н.С.П. треугольного вида Ỹ (t) = (ξ1(t), ξ2(t), ξ3(t)), причем вещественные
случайные процессы ξi(t) (i = 1, 2, 3) удовлетворяют условиям примера 4. То-
гда, согласно примеру 3, Н.С.П. Ỹ (t) является стационарным. При этом в
силу примера 2 его ковариационная функция KỸ (τ) имеет вид

KỸ (τ) =
1

6
{Kξ1(τ) + 2Kξ2(τ) +Kξ3(τ)},

где Kξi(τ) – ковариационные функции вещественных случайных процес-
сов ξi(t).

Кроме того, согласно примеру 4, спектральная плотность стационарного
треугольного Н.С.П. Ỹ (t) = (ξ1(t), ξ2(t), ξ3(t))SỸ (ω) на входе динамической
системы (13) выражается формулой

SỸ (ω) =
1

6
(Sξ1(ω) + 2Sξ2(ω) + Sξ3(ω)),

где Sξi(ω) – спектральные плотности вещественных случайных процес-
сов ξi(t).

Далее, на основании теоремы 7, определим спектральную плотность ста-
ционарного Н.С.П. X̃(t) на выходе динамической системы (13), равную

SX̃(ω) = |Φ(iω)|2SỸ (ω) =
1

6
|Φ(iω)|2{Sξ1(ω) + 2Sξ2(ω) + Sξ3(ω)},

где Φ(iω) – частотная характеристика системы (13). Тогда по теореме 7 ко-
вариационная функция KX̃(τ) Н.С.П. X̃(t) на выходе динамической системы
имеет вид

KX̃(τ) =
1

6

∞∫
0

|Φ(iω)|2(Sξ1(ω) + 2Sξ2(ω) + Sξ3(ω)) cos ωτdω.

7. Заключение

Существенное содержание и научную новизну данной работы составляют
теоремы 3–7, а также утверждения 3–6. Подчеркнем значимость введенного
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в данной статье понятия спектральной плотности стационарного Н.С.П. (тео-
рема 6), а также алгоритма определения ковариационной функции стацио-
нарного Н.С.П. на выходе динамической системы по ковариационной функ-
ции стационарного Н.С.П. на входе (теорема 7). Примеры 1–6 показывают
возможность применения развитой теории к треугольным Н.С.П.

Результаты настоящей работы допускают развитие в следующих направ-
лениях:

1. Они сохраняют силу, если вместо определения (3) ковариации нечетко
случайных величин использовать определение ковариации из [5].

2. Как известно [7], теорема Винера–Хинчина для числовых случайных
процессов (лемма 1) допускает запись в более общем виде, когда рассматри-
вается не функция спектральной плотности, а функция спектрального рас-
пределения и вместо интеграла Римана используется интеграл Римана–Стил-
тьеса.

Обобщенная теорема Винера–Хинчина (теорема 6) допускает развитие в
этом направлении для стационарных нечетко случайных процессов.

3. Возможно обобщение некоторых результатов настоящей работы на слу-
чай использования обобщенных нечетких чисел (см. [26]).
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САМОРЕГУЛЯРИЗИРУЮЩИЙ МЕТОД
ДИНАМИЧЕСКИХ ИЗМЕРЕНИЙ1

Рассматривается динамическая измерительная система. Предлагается
новая модель измерительной системы, метод обработки результатов из-
мерений и метод восстановления входного сигнала системы по зашумлен-
ному выходному. Приведены оценка точности метода и вычислительный
эксперимент, демонстрирующий эффективность метода восстановления
сигнала.
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рения, саморегуляризация, восстановление сигнала.
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1. Введение

Эффективность технологических процессов напрямую связана с обеспе-
чением оптимальности параметров систем управления процессом. Точность
контроля соблюдения и оптимизация параметров зависят от точности обра-
ботки данных о состоянии системы. В быстропротекающих энергоемких тех-
нологических процессах состояние системы изменяется в течение короткого
промежутка времени. В силу зашумленности выходного сигнала и инерцион-
ности измерительной системы для отражения ее истинного состояния необхо-
димо располагать информацией о входном сигнале. Другим фактором, ока-
зывающим существенное влияние на точность обработки данных о состоя-
нии системы, является зашумленность выходного сигнала. Проблема зашум-
ленности в сочетании с инерционностью измерительной системы становится
особенно острой при обработке динамических измерений, выполненных в ма-
лый промежуток времени, когда даже небольшой шум в исходных данных
приводит к существенному искажению результатов их обработки. Проблеме
обработки зашумленных динамических сигналов посвящены работы многих
исследователей. Среди работ, посвященных этой области исследования, выде-
лим подход, базирующийся на использовании теории управления [1]. В этой

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства науки и высшего образо-
вания Российской Федерации (государственное задание на выполнение фундаментальных
научных исследований № FENU-2023-0010 (2023010ГЗ)).

112



работе предлагается модель измерительной системы с модальным управле-
нием динамическими характеристиками, а в [2] предложен ряд способов кор-
рекции динамической погрешности, основанных на применении теории ав-
томатического управления. Другой подход к обработке зашумленных дина-
мических измерений заключается в создании инженерных решений. К этой
области исследований относятся следующие работы В.А Грановского [3, 4],
где предлагается использовать испытательные сигналы для коррекции шу-
ма в динамических измерениях; работа S. Engelberg [5], где предполагается
введение дополнительных фильтров для уменьшения негативного влияния
шумов, а также [6], посвящена новому подходу к сбору данных. Отдельное
направление исследований обработки зашумленных динамических сигналов
связано с использованием теории и методов решения обратных задач. К это-
му направлению относятся работы Г.Н Солопченко [7–9], где предлагается
использовать методы регуляризации А.Н. Тихонова в области динамических
измерений, работа А.Ф Верланя [10], где задача обработки зашумленной ин-
формации сводится к решению уравнений Фредгольма первого рода, а так-
же работа A. Forbes [11], где проблема обработки динамических измерений
представлена обратной задачей, решаемой путем использования гауссовых
процессов. В данной статье предложен метод обработки зашумленных дина-
мических измерений, обладающий эффектом саморегуляризации и не тре-
бующий значительной перенастройки параметров измерительной системы.

2. Модель измерительной системы с обратными связями

Измерительные системы имеют на входе первичный измерительный пре-
образователь (датчик), поэтому входной сигнал U(t) недоступен для непо-
средственного измерения. В силу инерционности измерительной системы для
получения информации об истинном состоянии системы возникает необходи-
мость в восстановлении входного сигнала U(t) по выходному сигналу датчи-
ка. Один из методов восстановления входного сигнала был предложен в [12]
и включает модель измерительной системы с обратными связями. Структур-
ная модель этой системы представлена на рис. 1.

В этой модели выделяют несколько групп коэффициентов. К первой груп-
пе относятся коэффициенты ai, связанные с выходным сигналом, ко второй –
коэффициенты bj , связанные с входным сигналом. К следующей группе от-
носятся коэффициенты dj , являющиеся характеристиками фильтров. Эти ха-
рактеристики настраиваются пользователем в зависимости от характера шу-
ма входного сигнала. К последней группе относятся ki, являющиеся коэффи-
циентами обратных связей и предназначенные для корректировки значений
динамической погрешности.

Существенная трудность использования модели с обратными связями за-
ключается в том, что при изменении уровня зашумленности выходного сиг-
нала возникает необходимость в корректировке всех динамических характе-
ристик измерительной системы, когда для коэффициентов ki и dj необходимо
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Рис. 1. Структурная модель измерительной системы.

выбрать новые значения. При этом изменения характеристик, относящихся к
одной группе, не происходит автоматического изменения характеристик дру-
гих групп, а корректировка каждой характеристики внутри одной группы
происходит независимо для каждого параметра. Таким образом, процесс пе-
ренастройки динамических характеристик приводит к усложнению алгорит-
ма обработки сигнала. Для решения задачи снижения сложности алгоритмов
обработки выходного сигнала возникает необходимость в разработке модели
измерительной системы, в которой количество групп параметров, настраи-
ваемых пользователем, сведено к минимуму.

3. Модель измерительной системы без обратных связей

В рамках данной работы предложена дискретная модель измерительной
системы без обратных связей, позволяющая, не задействовав обратные свя-
зи и дополнительные фильтры, восстанавливать сигналы по зашумленным
исходным данным. Иными словами, из структуры модели исключены пара-
метры обратных связей ki и параметры фильтров dj , что позволит уменьшить
количество настраиваемых параметров. В предлагаемой модели блок коррек-
ции и дополнительные фильтры заменены на блок восстановления входного
сигнала. Модель блока представлена на рис. 2, где U(t) – входной сигнал,
Uδ(t) – восстановленный сигал, YM (t) – выходной сигнал модели, cl, gj – ко-
эффициенты модели измерительной системы, l = 0, n, j = 0,m.
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Рис. 2. Блок восстановления входного сигнала в дискретной модели без обратных
связей. Обозначения: U(t) – входной сигнал, Uδ(t) – восстановленный сигал, YM (t) –
выходной сигнал модели, cl, gj – коэффициенты модели измерительной системы,
l = 0, n,j = 0,m.

Построение математической модели измерительной системы без обратных
связей осуществим следующим образом. Основываясь на концепции, приня-
той в теории динамических измерений [2], передаточная функция W (p) из-
мерительной системы без обратных связей:

W (p) =
bmp

m + bm−1p
m−1 + . . . + b1p+ b0

anpn + an−1pn−1 + . . . + a1p+ a0
=
y(p)

u(p)
.(1)

На первом этапе построения математической модели системы без обрат-
ных связей представим передаточную функцию (1) дифференциальным урав-
нением:

any
(n) + an−1y

(n−1) + . . .+ a1y
′ + a0y =

= bmu
(m) + bm−1u

(m−1) + . . .+ b1u
′ + b0u.

(2)

Из-за искаженности выходного сигнала состоянию системы в начальный
момент времени t = 0 соответствуют условия

y(0) = q0, y
′(0) = q1, . . . , y

(n−2)(0) = qn−2.

Обозначим U = bmu
(m) + bm−1u

(m−1) + . . .+ b1u
′ + b0u. Получаем, что ма-

тематическая модель без обратных связей (2) имеет вид:

any
(n) + a(n−1)y

(n−1) + . . . + a1y
′ + a0y = U,(3)

y(0) = q0, y
′(0) = q1, . . . , y

(n−2)(0) = qn−2.(4)
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Предложенная математическая модель (3), (4) обладает свойством мно-
гофункциональности. С одной стороны, она служит основой для валидации
дискретной модели без обратных связей, когда, основываясь на известном
входном сигнале U(t), необходимо найти функцию YM (t), соответствующую
выходному сигналу измерительной системы без обратных связей и сравнить
полученные результаты с выходным сигналом YS(t), сформированным систе-
мой с обратными связями. С другой стороны, уравнение (3) используется для
разработки вычислительной схемы восстановления входного сигнала U(t) по
известному выходному сигналу Y (t). Отметим, что при восстановлении вход-
ного сигнала необходимо учитывать, что в измеренном выходном сигнале
неизбежно присутствуют шумы и достаточная информация для восстанов-
ления входного сигнала предложенным методом заключается в том, что его
совокупный уровень не превосходит некоторого уровня δ. Математически эту
ситуацию представим следующим образом. В задаче восстановления входного
сигнала требуется по зашумленному выходному сигналу Y (t) найти входной
сигнал Uδ(t) при условии, что отклонение Y (t) от точных значений выходного
сигнала не превосходит величины δ.

4. Валидация модели без обратных связей

На первом этапе валидации в систему с обратными связями и систему без
обратных связей подается известный входной сигнал U(t). В системе с обрат-
ными связями формируется выходной сигнал YS(t), а в системе без обратных
связей – выходной сигнал YM (t). На следующем этапе валидации оценива-
ется отклонение YM (t) от YS(t). Если величина отклонения не превосходит
уровень δ, то валидация признается успешной.

Для построения метода формирования выходного сигнала YM (t) предла-
гается следующий подход. Основываясь на идее, представленной в [13], опре-
делим функции zk следующим образом:

y = z1,

y′ = z′1 = z2,

y′′ = z′2 = z3,

. . .

y(n−2) = z′n−3 = zn−2.

Тогда уравнение (3) преобразуется в систему дифференциальных уравнений:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

y = z1,

y′ = z′1 = z2,

y′′ = z′2 = z3,

. . .

anz
′′
n−2 + an−1z

′
n−2 + an−2zn−2 + . . . + a2z

′′ + a1z
′ + a0z = U,

а условия (4) примут вид: z1(0) = q0, z2(0) = q1, . . . , z
′
n−2(0) = qn−2.
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Преобразовав последнее уравнение в системе, окончательно получаем, что
основой для валидации модели без обратных связей служит система⎧⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

y = z1,
y′ = z′1 = z2,
y′′ = z′2 = z3,
. . .
anz

′′
n−2 + an−1z

′
n−2 + an−2zn−2 = U − an−3zn−3 − . . .− a2z

′′ − a1z
′ − a0z

(5)

с начальными условиями

z1(0) = q0, z2(0) = q1, . . . , z
′
n−2(0) = qn−2.(6)

Из (5), (6) требуется найти функции zk(t), k = 1, n− 2. Отметим, что за-
дача (5), (6) относится к классу обратных задач, специфика которых заклю-
чается в том, что наличие шумов или малых отклонений в исходных данных
приводит к существенному искажению конечного результата и для обеспече-
ния устойчивости метода относительно шумов необходимо использовать регу-
ляризацию. В теории обратных задач регуляризация осуществляется либо за
счет введения в уравнение дополнительного стабилизирующего функционала
с некоторым параметром регуляризации [14], либо «при решении некоторых
типов задач можно обойтись дискретизацией, минуя шаг регуляризации, в та-
ком случае говорят о саморегуляризации задачи при ее дискретизации» [15].
В данной работе предложен метод, параметром регуляризации в котором яв-
ляется шаг дискретизации.

Основные этапы формирования YM (t) состоят в следующем. Сначала вы-
бирают некоторое значение шага дискретизации τ , разделив отрезок [0;T ]
на R частей, R = (T − 0)/τ . Тогда ti = (i− 1)τ , значению функций zk(t) в
момент времени ti соответствует обозначение zk(ti) = zik, k = 1, n− 2, i =
= 1, R+ 1. Начальные условия примут вид z1k = qk.

Далее, опираясь на конечно-разностные представления производных

z′n−2(ti) =
zik − zi−1

k

τ
, z′′n−2(ti) =

zin−2 − 2zi−1
n−2 + zi−2

n−2

τ2
, i = 1,K, k = 1, n − 2,

преобразуют последнее уравнение системы (5). Получается:

zin−2 =

(
Ui−2 − cn−2z

i−2
n−2 − cn−1

(
zi−1
n−2

τ

))
cn,(7)

где коэффициенты cn−2, cn−1, cn являются коэффициентами модели без об-
ратных связей и определяются формулами:

cn−2 =
an
τ2

− an−1

τ
+ an−2, cn−1 =

−2an
τ

+ an−1, cn =
τ2

an
,
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значения Ui формируются из входного сигнала U = bmu
(m)+bm−1u

(m−1)+ . . .
. . .+b1u

′+b0u. Затем из оставшихся уравнений системы (5) с помощью (7) на-
ходят значения zik, k = n− 3, 1 вплоть до значений zi1, которые соответствуют
значениям YM (ti).

Процесс валидации считается успешным, если выполняется условие
|YM (ti)− YS(ti)| � δ в каждый момент времени ti, в противном случаи возвра-
щаемся к начальному этапу вычислительной схемы с новым параметром τ .

5. Метод восстановления входного сигнала

Основой метода восстановления входного сигнала Uδ(t) по известному за-
шумленному выходному сигналу Y (t) служит конечно-разностный аналог
уравнения (2) с фиксированным τ , полученным на этапе валидации модели
без обратных связей, и начальные условия:

u(0) = r0, u′(0) = r1, . . . , u(m−2)(0) = rm−2.(8)

Для построения вычислительной схемы восстановления входного сигна-
ла Uδ(t) ведем обозначение Y = any

(n) + an−1y
(n−1) + . . .+ a1y

′ + a0. Подста-
вив Y в уравнение (2), получаем:

bmu
(m) + bm−1u

(m−1) + . . .+ b1u
′ + b0u = Y.

Далее, как и на этапе валидации, применим метод понижения порядка, вы-
полнив следующую замену переменных:

u = v1,

u′ = v′1 = v2,

u′′ = v′2 = v3,

. . .

u(n−2) = v′n−3 = vn−2.

В результате получим систему⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

u = v1,
u′ = v′1 = v2,
u′′ = v′2 = v3,
. . .
bmv

′′
m−2 + bm−1v

′
m−2 + bm−2vm−2 = Y − bm−3vm−3 − . . .− b2v

′′− b1v
′− b0v

(9)

cо следующими начальными условиями: v(0) = r0, v
′(0) = r1, . . . , v′m−2(0) =

= rm−2.
Основная идея предлагаемого метода заключается в том, что на каждом

шаге итерационного процесса, сначала, используя конечно-разностный ана-
лог последнего уравнения системы (9), находим значение v′m−2(ti) в текущей
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момент времени ti согласно формуле

vim−2 =

(
Yi−2 − gm−2v

i−2
m−2 − gm−1

(
vi−1
m−2

τ

))
gm,(10)

где коэффициенты gm−2, gm−1, gm являются коэффициентами модели без об-
ратных связей и определяются формулами

gm−2 =
bm
τ2

− bm−1

τ
+ bm−2, gm−1 =

−2bm
τ

+ bm−1, gm =
τ2

bm
.

Далее, используя конечно-разностные аналоги производных, получаем реше-
ние системы (9), находим значение v′m−2(ti) в текущей момент времени ti.
По завершении итерационного процесса получаем все значения vi1, 1,K . Эти
значения соответствуют восстановленному сигналу Uδ(ti).

Основное преимущество предлагаемого метода восстановления входного
сигнала заключается в том, что коррекция динамической погрешности осу-
ществляется благодаря эффекту саморегуляризаци и уровень шума восста-
новленного входного сигнала Uδ(t) не превышает уровень шума в выходном
сигнале.

В [16, 17] была получена теоретическая оценка погрешности метода вос-
становления входного сигнала. В результате сформулирован критерий шага
дискретизации τ :

τδ2 �
c1
c2

+ c0
c2

g1
g2

+ g0
g2

.(11)

Условие (11) свидетельствует о зависимости устойчивости метода от τ .
Согласно концепции, приведенной в [15], шаг дискретизации τ является па-
раметром регуляризации, а предложенный метод обладает эффектом само-
регуляризации.

Преимущество предложенной модели без обратных связей и метода вос-
становления входного сигнала заключается в том, что они не требуют перена-
стройки коэффициентов динамических характеристик ki и dj , и это позволяет
значительно упростить вычислительную схему.

6. Верификация модели измерительной системы
и метода восстановления входного сигнала

Верификация модели измерительной системы и метода восстановления
входного сигнала осуществлялась посредством экспериментальных исследо-
ваний, включающих вычислительные эксперименты. В вычислительных экс-
периментах сначала, на основе имитационного моделирования, формирова-
лись тестовые значения входного сигнала U(t). Тестовые значения использо-
вали для сравнительного анализа с вычисленными значениями Uδ(t). В по-
следующих экспериментах восстанавливали входной сигнал Uδ(t) по экспери-
ментальным значениям выходного сигнала Y , используя шаг дискретизации,
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полученный на предыдущих этапах исследований. Затем восстановленный
сигнал сравнивали с исходным сигналом U(t).

6.1. Методика вычислительного эксперимента

Вычислительный эксперимент включал два этапа. Цель первого этапа за-
ключалась в численной валидации модели без обратных связей. На этом этапе
осуществлялся подбор шага дискретизации τ . Цель второго состояла в чис-
ленной верификации метода восстановления входного сигнала. Схема экспе-
римента представлена на рис. 3.

Этап I. Валидация модели. Сначала в модель с корректирующими обрат-
ными связями (WS) и в модель без обратных связей (WM ) независимо друг
от друга подавался сигнал U(t). Далее формировали выходные сигналы YM
и YS . Затем вычисляли

ΔY = max
t∈[0,T ]

|YM (t)− YS(t)|.
Если ΔY > δ, то выбиралось новое значение τ в соответствии с условиями
(11), формировался новый выходной сигнал YM и пересчитывали Δ. По до-
стижении условия ΔY � δ значение τ фиксировалось, и переходили ко вто-
рому этапу эксперимента.

Этап II. Восстановление сигнала. На этом этапе в модель без обратных
связей WM подавался зашумленный сигнал Y . Далее, используя полученный
на первом этапе параметр τ , находили значения Uδ, соответствующие вос-
становленному входному сигналу. В завершении оценивалось отклонение Uδ

Рис. 3. Структурная схема вычислительного эксперимента: а – этап настройки мо-
дели; б – этап восстановления сигнала.
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от U с помощью величины
ΔU = max

t∈[0,T ]
|Uδ(t)− U(t)|.

Значение ΔU является оценкой точности метода восстановления входного сиг-
нала.

6.2. Результаты вычислительного эксперимента
В данной работе представлены результаты экспериментальных исследо-

ваний для различных порядков измерительных систем по восстановлению
входного сигнала по зашумленным данным.

В вычислительном эксперименте в качестве входного сигнала была взята
функция U(t) = 1, уровень шума δ = 5%. Эксперимент проводился для изме-
рительных систем следующих порядков, приведенных в таблице:

Параметры вычислительного эксперимента
Порядок ИС Передаточная функция

II+I
b1p+ b0

a2p2 + a1p+ a0

IV+0
b0

(a2p2 + a1p+ a0)(a5p2 + a4p+ a3)

V+III
(b1p+ b0)(b4p

2 + b3p+ b2)

(a2p2 + a1p+ a0)(a5p2 + a4p+ a3)(a7p+ a6)

Результаты эксперимента для измерительной системыв со вторым поряд-
ком для выходного сигнала и первым для входного сигнала (II+I) представ-
лены на рис. 4. Обозначения: «input signal» – исходный сигнал, «restored
signal» – восстановленный сигнал.
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Рис. 4. а – Графики исходного входного сигнала U(t) и восстановленного сигнала
Uδ(t). Обозначения: «input signal» – исходный сигнал, «restored signal» – восстанов-
ленный сигнал. б – Отклонение восстановленного сигнала от исходного для системы
второго порядка для выходного сигнала и первого для входного сигнала ΔU .
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Рис. 5. а – Графики исходного входного сигнала U(t) и восстановленного сигнала
Uδ(t). Обозначения: «input signal» – исходный сигнал, «restored signal» – восстанов-
ленный сигнал. б – Отклонение восстановленного сигнала от исходного для системы
четвертого порядка для выходного сигнала и нулевого для входного сигнала ΔU .
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Рис. 6. а – Графики исходного входного сигнала U(t) и восстановленного сигнала
Uδ(t). Обозначения: «input signal» – исходный сигнал, «restored signal» – восстанов-
ленный сигнал. б – Отклонение восстановленного сигнала от исходного для системы
пятого порядка для выходного сигнала и третьего для входного сигнала ΔU .

Отклонение восстановленного сигнала от исходного в эксперименте соста-
вило не более 5% при τ = 1,2 · 10−3.

Результаты эксперимента для ИС четвертого порядка для выходного сиг-
нала и нулевого для входного сигнала (IV+0) представлены на рис. 5. Обо-
значения: «input signal» – исходный сигнал, «restored signal» – восстанов-
ленный сигнал.

Отклонение восстановленного сигнала от исходного в данном эксперимен-
те составило не более 5% при τ = 1,75 · 10−3.
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Результаты эксперимента для ИС четвертого порядка для выходного сиг-
нала и нулевого для входного сигнала (V+III) представлены на рис. 6. Обо-
значения: «input signal» – исходный сигнал, «restored signal» – восстанов-
ленный сигнал.

Отклонение восстановленного сигнала от исходного в эксперименте соста-
вило не более 5% при τ = 1,75 · 10−3.

Результаты экспериментов свидетельствуют об устойчивости метода вос-
становления входного сигнала посредством модели без обратных связей для
систем различных порядков, т.е. уровень шума восстановленного сигнала
остается в контролируемых пределах.

7. Заключение

В статье предложены модель измерительной системы без обратных связей
и метод восстановления входного сигнала по зашумленному выходному сиг-
налу для динамической системы произвольного порядка. Метод восстановле-
ния входного сигнала основан на использовании регуляризирующих подхо-
дов. Показано, что метод обладает эффектом саморегуляризации. На основе
построенных вычислительных схем проведен вычислительный эксперимент и
выполнен сравнительный анализ результатов восстановления входного сигна-
ла с тестовыми функциями. Результаты эксперимента свидетельствуют о том,
что предложенный метод сохраняет уровень погрешности восстановленного
входного сигнала на уровне погрешности исходных данных для различных
порядков измерительной системы.
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Автоматика и телемеханика, № 4, 2024

Александр Маркович КРАСНОСЕЛЬСКИЙ
(30 апреля 1955 – 29 марта 2024)

29 марта 2024 г. на 69-м году жизни после тяжелой операции скончался
главный научный сотрудник лаборатории № 1 им. Пинскера и наш дорогой
друг, коллега, соавтор, собеседник Александр Маркович Красносельский.

Александр Маркович Красносельский родился 30 апреля 1955 г. в семье
одного из основателей нелинейного функционального анализа в СССР Мар-
ка Александровича Красносельского. Дом Красносельских всегда был полон
математиков различных возрастов – учеников и коллег М.А. Красносельско-
го, а дружелюбная атмосфера в доме в значительной степени была заслу-
гой матери Александра Марковича – Сарры Израилевны. И эта атмосфера,
несомненно, повлияла на весь образ жизни Александра Марковича, который
в любой компании неизменно становился одним из центров коммуникации.

По окончании мехмата МГУ он почти 12 лет проработал в лаборатории
математических методов (в группе создания системы автоматической диа-
гностики нарушений сердечного ритма) во Всесоюзном кардиологическом на-
учном центре АМН СССР. За это время он защитил сначала кандидатскую,
а вскоре и докторскую диссертацию, став фактически создателем метода гар-
монического баланса в нелинейном анализе. Результаты его исследований бы-
ли опубликованы в монографии, переведенной и изданной впоследствии на
английском языке.
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В дальнейшем, после перехода в Институт проблем передачи информации
АН СССР (ИППИ), научные интересы Александра Марковича были тесно
связаны с разработкой топологических методов нелинейного анализа, приме-
нимых для исследования систем автоматического регулирования и управле-
ния, и систем, возникающих в сетях передачи информации. Активное участие
он принимал также в создании и развитии математической теории гистере-
зиса и теории устойчивости асинхронных систем управления и связанных с
ними численных методов.

С 1991 г. и до последнего времени Александр Маркович работал в лабора-
тории № 1 ИППИ, являясь одним из ведущих исполнителей по всем научным
темам, выполнявшимся в лаборатории. В последние годы Александр Марко-
вич был неизменным членом диссертационного и Ученого советов ИППИ и
членом редколлегии журнала «Автоматика и телемеханика».

Александр Маркович очень любил жизнь и очень любил математику, в
том числе и элементарную. Любил обсуждать ее с друзьями и особенно с мо-
лодежью. Одним из главных увлечений Александра Марковича в последние
десятилетия стала активная педагогическая деятельность сначала в Еврей-
ской государственной академии, а потом в Высшей школе экономики, где
он заведовал кафедрой ИППИ и являлся членом Ученого совета факультета
математики. Было видно, что именно этого ему всегда не хватало в академи-
ческом институте, и он всегда искренне восхищался способностями молодых
математиков, рождающихся на матфаке при его участии.

Александр Маркович был незаурядной и разносторонней личностью: он
страстно любил книги, любил путешествовать и серьезно занимался велоту-
ризмом. Избегавший конфликтов, он в то же время в принципиальных вопро-
сах был тверд. Одной из черт Александра Марковича было понимание того,
что он является членом научного коллектива – в этом плане на него всегда
можно было положиться.

Александр Маркович был глубоко верующим человеком. Нежно любил
своих четверых детей и семерых внуков. Любил и умел дружить.

Вечная память!
д-р физ.-мат. наук М.Л. Бланк
канд. физ.-мат. наук В.И. Венец
канд. физ.-мат. наук С.Г. Влэдуц
член-корреспондент РАН А.А. Галяев
д-р физ.-мат. наук В.С. Козякин
академик РАН Н.А. Кузнецов
д-р физ.-мат. наук С.К. Ландо
академик РАН Д.А. Новиков
д-р физ.-мат. наук Г.И. Ольшанский
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