
Автоматика и телемеханика, № 7, 2024

Управление в социально-экономических
системах

c© 2024 г. М.И. ГЕРАСЬКИН, д-р экон. наук (innovation@ssau.ru)
(Самарский национальный исследовательский университет

им. академика С.П. Королева)

ОБЪЕМНЫЕ ПРЕДПОЛОЖИТЕЛЬНЫЕ ВАРИАЦИИ

В ИГРАХ ОЛИГОПОЛИИ ПРИ РАЗЛИЧНЫХ ФУНКЦИЯХ СПРОСА

И ИЗДЕРЖЕК И МНОГОУРОВНЕВОМ ЛИДЕРСТВЕ

Рассматривается некооперативная игра объемной конкуренции фирм
на рынке олигополии для случая функций спроса и издержек общего
вида. Оптимальное реагирование каждой фирмы на стратегии других
фирм оценивается по величине и знаку предположительной вариации,
которая выражает предположение фирмы об изменении объема предло-
жения контрагента в ответ на единичное изменение объема предложения
данной фирмы. Исследуется игра n фирм, в которой обобщенной харак-
теристикой реагирования является сумма предположительных вариаций
относительно всех контрагентов. Выявлено существование бифуркации
реагирования игроков, т.е. игровой ситуации, в которой возможно как
положительное, так и отрицательное реагирование с бесконечной по ве-
личине суммой вариаций. Разработаны методы расчета суммы предпо-
ложительных вариаций для различных видов обратной функции спроса
(линейной и степенной) и функций издержек (линейных, степенных, квад-
ратичных), на основе которых проведен сравнительный анализ влияния
этих характеристик фирм на состояние бифуркации.
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1. Введение

В игре олигополии игроки-фирмы выдвигают предположения о стратегиях
других игроков, т.е. окружения, на которых базируют свое оптимальное реа-
гирование на эти стратегии. В случае объемной конкуренции предположения
фирм формализованы в виде объемных предположительных вариаций [1].
Этот случай зачастую рассматривают исследователи [2] в связи с тем, что
объемная конкуренция предпочтительнее, так как приводит к меньшему вы-
пуску, более высоким ценам и большей прибыли, чем ценовая [3]. Предпо-
ложительная вариация (здесь и далее рассматривается объемная предполо-
жительная вариация) представляет собой предполагаемое фирмой-игроком
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изменение объема предложения контрагента в ответ на единичное измене-
ние объема предложения данной фирмы. В теории олигополии принято рас-
сматривать оптимальную (в зарубежной литературе consistent – совмести-
мая [4]) предположительную вариацию, которая вычислена из необходимо-
го условия оптимальности игрока, т.е. соответствует его наилучшему отве-
ту. Другими словами, информированность о предположительной вариации
в условиях неинформированности о модели выбора стратегии игрока (его
функции полезности) позволяет предсказать поведение игрока.

Кроме того, игрок, оценивая предположительные вариации, может пред-
полагать, что контрагент также оценивает его, т.е. исходит из оптимальности
поведения первого. В этом случае контрагента называют лидером по Шта-
кельбергу, а первого игрока – ведомым. Однако аналогично может рассуж-
дать и контрагент, для которого упомянутый игрок будет лидером, а контр-
агент, вычисляющий предположительную вариацию из оптимальной реак-
ции лидера, становится лидером второго уровня. Представленная последова-
тельность рассуждений игроков называется стратегической рефлексией. Та-
ким образом, анализ предположительных вариаций неизбежно приводит к
проблеме многоуровневого лидерства [5]. Следовательно, вектор предполо-
жительных вариаций всех игроков является комплексной характеристикой
игровой ситуации при данных ментальных профилях фирм, учитывая, что
предположительные вариации являются функциями роли каждого игрока в
иерархии многоуровневого лидерства.

В игре олигополии n лиц при n > 2 игровое поведение фирмы определя-
ется суммой предположительных вариаций (СПВ) этого игрока относитель-
но всех игроков окружения. В случае, если СПВ игрока отрицательна, то
его оптимальной стратегией будет увеличение объема предложения, и наобо-
рот. Поэтому в игре n лиц информированность обо всех компонентах век-
тора предположительных вариаций всех игроков не является обязательной
для предсказания исхода игры, а достаточно знания компонентов вектора
СПВ всех игроков. Безусловно, для определения вектора СПВ необходима
информированность о функциях полезности игроков, однако если для типо-
вых функций полезности найдены пределы и показан характер изменения
СПВ, то создается информационная база для предсказания пределов исхода
игры.

Типичные функции полезности задаются набором функций спроса и функ-
ций издержек [5–19]. В исследованиях олигополии наиболее часто встреча-
ются такие обратные функции спроса, как линейная функция [5, 6, 9–15] и
степенная функция [5, 16–19]. Набор функций, моделирующих затраты оли-
гополистов, несколько шире: линейная функция [10, 12–14, 16, 18], степенная
функция [6, 17], квадратичная функция [5, 7–9, 11, 15, 19]. Очевидно, что в
подавляющем большинстве публикаций исследователи базируются на линей-
ных моделях спроса и издержек, поскольку в этом случае легко вычислить
предположительные вариации из функций наилучших ответов (функций ре-
акций), которые представимы в явном виде. Степенная функция издержек
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при различных значениях показателя степени может быть как выпуклой,
так и вогнутой; вогнутая функция издержек соответствует положительно-
му эффекту расширения масштаба, тогда как выпуклая – отрицательному.
Квадратичная функция издержек применяется только для описания отри-
цательного эффекта расширения масштаба в выпуклом случае, так как в
противном случае возможен переход к убывающей зависимости издержек от
выпуска, что не соответствует экономическим реалиям.

Таким образом, анализ характера и пределов изменения СПВ вследствие
изменения профиля рефлексивных предположений фирм в условиях много-
образия функций полезности игроков представляет актуальную задачу оце-
нивания поведения фирм в игре олигополии

2. Формулировка модели игры олигополии

Рассмотрим объемную монопродуктовую конкуренцию олигополии n фирм
(n > 2) при общей для всех фирм обратной функции спроса P (Q), убываю-
щей по суммарному предложению продукта Q, и в случае функций издержек
фирм Ci(Qi), которые не убывают по предложению i-й фирмы.

Допустим возможность рефлексии для каждого игрока (фирмы), которая
задается рангом рефлексии r. Рефлексивное поведение игрока выражается в
выдвижении им некоторых представлений о стратегиях окружения (осталь-
ных игроков), что приводит к появлению в игре представляемых или фан-
томных игроков [20]. При этом ранг рефлексии является числовой характери-
стикой таких представлений, а последовательность рангов задает следующую
иерархию представляемых игроков:

– на ранге r = 1 игрок информирован о том, что окружение не инфор-
мировано о его стратегии, т.е. игроки окружения являются последователями
(ведомыми), а данный игрок приобретает статус лидера по Штакельбергу
первого уровня;

– на ранге r = 2 по информации игрока его окружают лидеры по Шта-
кельбергу первого уровня, следовательно, рассматриваемый игрок переходит
в статус лидера по Штакельбергу второго уровня;

– на произвольном ранге r игроку известно, что игроки окружения имеют
статус лидеров (r−1)-го уровня, тогда игрок имеет статус лидера r-го уровня.

Таким образом, реальная игра фирм на рынке олигополии далее рассмат-
ривается как информационная игра фантомных игроков, каждый из которых
может находиться на различных уровнях лидерства в зависимости от степени
его информированности, поэтому такую ситуацию принято называть много-
уровневым лидерством (multiple leader-follower game) [5], а уровни лидерства
задаются рангом r.

Игра с многоуровневым лидерством представляет собой кортеж следую-
щего вида:

Γ = 〈N, {Qi, i ∈ N}, {Πi, i ∈ N}, {ri, i ∈ N}〉,
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гдеN = {1, . . . , n} – множество игроков, {Qi, i ∈ N} вектор действий игроков,
{Πi, i ∈ N} – вектор функций полезности игроков, {ri, i ∈ N} – вектор рангов
игроков.

Функция полезности i-го игрока имеет вид

Πi(Q,Qi) = P (Q)Qi − Ci(Qi).

Дифференцируя функции полезности игроков, определим систему необходи-
мых условий равновесия Нэша:

P (Q) + (1 + Sr
i )QiP

/
Q − C

/
iQi

= 0, i ∈ N,(1)

где Sr
i =

∑

j∈N\iQ
/
j(r)Qi

– сумма предположительных вариаций i-го игрока

на r-м ранге рефлексии, каждый компонент которой Q
r/
jQi

есть предполо-
жительная вариация i-го игрока, т.е. предполагаемое им изменение выпуска
j-го игрока в ответ на единичный прирост выпуска i-го игрока; величина

Q
r/
jQi

= ρrij вычисляется дифференцированием уравнения (1) для j-го игрока,
что подтверждает ее оптимальность.

Условие существования равновесия в рассматриваемой игре, т.е. такого
решения системы (1), которое доставляет максимумы функциям полезностям
Πi(Q,Qi) игроков, доказано В. Новшеком [21]

P
/
Q + P

//
QQQ < 0

и зависит от вида функций спроса: для линейной и экспоненциальной функ-
ций спроса это условие выполняется, а при степенной функции спроса – нет,
тогда для существования равновесия требуется условие неубывания функций

издержек C
/
iQi

> 0.

Решение системы (1) можно найти, если известны СПВ всех игроков Sr
i ,

для вычисления которых была выведена [6] рекуррентная формула на про-
извольном ранге рефлексии:

Sr
i =













1
∑

j∈N\i

1

uj − Sr−1
j + 1

− 1













−1

.(2)

Согласно (2) СПВ игрока зависит от двух характеристик игроков окруже-
ния:

– ментальных типов игроков, определяемых значениями их СПВ на преды-
дущем ранге рефлексии Sr−1

j ;

– технологических типов, связанных с видом функций издержек игро-
ков окружения, задаваемых параметрами uj ; для некоторых видов функций
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спроса (если P
//
QQi

6= 0, как будет показано далее) этот параметр также учи-
тывает ментальный тип игрока.

Отметим, что формула (2) представлена для не зависящих от действий

игроков предположительных вариаций, т.е. при ρ
/
ijQi

= 0, а в [6] описан бо-

лее общий случай ρ
/
ijQi

6= 0. Также было показано [6], что предположитель-

ные вариации слабо зависят от объемов предложения игроков, т.е. ρ
/
ijQi

≈ 0.
В дальнейшем эта предпосылка будет обоснована для исследуемых функций
спроса и издержек, а также показано, что наибольшее влияние на СПВ иг-
рока оказывают СПВ и типы функций спроса и издержек окружения.

У тв е ржд е ни е 1. В (2) параметр ui вычисляется по формуле:

ui = −1 +
P

/
Qi

+ (1 + Sr−1
i )QiP

//
QQi

− C
//
iQiQi

| P
/
Q |

.(2a)

В дальнейшем будем называть ui коэффициентом нелинейности, посколь-
ку он характеризует влияние нелинейности функций спроса и издержек
на тип уравнения (1) i-го игрока, так как при ui = −2 соответствующее урав-
нение системы (1) является линейным.

Таким образом, из (1) следует, что вычисление равновесия в игре напря-
мую зависит от значения СПВ, которое, как вытекает из (2), предопределено
особенностями функций P (Q) и Ci(Qi). Поэтому исследуем возможные зна-
чения СПВ при различных вариантах сочетания этих функций.

3. Результаты

3.1. Методы вычисления предположительных вариаций

В дальнейшем, если индекс игрока i не имеет значения, опустим его и
будем обозначать действие игрока символом q = Qi∀i ∈ N . Рассмотрим сле-
дующие обратные функции спроса:

P1(Q) = a− bQ, a > 0, b > 0, a≫ b,(3a)

P2(Q) = AQα, A > 0, α < 0, | α |< 1,(3б)

и функции издержек

C1(q) = B0 +B1q, B0 > 0, B1 > 0,(4a)

C2(q) = B0 +B1q
β, B0 > 0, B1 > 0, β ∈ (0, 2),(4б)

C3(q) = B0 +B1q +
B2

2
q2, B0 > 0, B1, B2 > 0,(4в)

где a, b,A, α – постоянные коэффициенты функций спроса, B0, B1, B2, β – по-
стоянные коэффициенты функций издержек.
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Здесь введены обозначения типов функций: Pk(Q), k = 1, 2 – функция
спроса k-го типа (k = 1 – линейная функция, k = 2 – степенная функция);
Cm(q), m = 1, 2, 3 – функция издержек m-го типа (m = 1 – линейная функ-
ция, m = 2 – степенная функция, m = 3 – квадратичная функция).

Для формулы (2) выведем выражения P
/
Q, P

/
q , P

//
Qq, C

//
qq при (3), (4):

P
/
1Q

= P
/
1q

= −b, P
//
1Qq

= 0,(5a)

P
/
2Q

= P
/
2q

= AαQα−1, P
//
2Qq

= Aα(α − 1)Qα−2,(5б)

C
//
1qq

= 0, C
//
2qq

= B1β(β − 1)qβ−2, C
//
3qq

= B2.(5в)

В результате параметры ukm, k = 1, 2, m = 1, 2, 3 для функций (3), (4)
имеют вид:

u11 = −2, u21 = −2 + (1 + Sr−1)(1− α)
q

Q
,(6a)

u12 = −2−
B1

b
β(β − 1)qβ−2,

u22 = −2 + (1 + Sr−1)(1− α)
q

Q
−

B1

A | α | Qα−1
β(β − 1)qβ−2,

(6б)

u13 = −2−
B2

b
, u23 = −2 + (1 + Sr−1)(1 − α)

q

Q
−

B2

A | α | Qα−1
.(6в)

Отметим, что в (6) параметр B1 соответствует только случаю степенной
функции.

3.2. Сравнительный анализ предположительных вариаций

Введем обозначение sri =
∑

j∈N\i
1

uj−Sr−1

j +1
, при котором (2) упрощается:

Sr
i =

(

1

sri
− 1

)−1

,(7)

где sri выражает агрегат функций издержек и СПВ окружения, т.е. обобщен-
ную характеристику технологических и ментальных типов игроков окруже-
ния.

Анализ формулы (7) показывает существование разрыва второго рода
(рис. 1) функции Sr

i (uj , S
r−1
j ) при условии

sri =
∑

j∈N\i

1

uj − Sr−1
j + 1

= 1,(7а)
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Рис. 1. Зависимость СПВ i-го игрока от агрегата функций издержек
и СПВ окружения (вверху), зависимость равновесного действия i-го иг-
рока от СПВ (внизу).

причем при sri → 1− 0 эта функция принимает бесконечно большие положи-
тельные значения, а при sri → 1 + 0 – отрицательные. Функция sri (uj , S

r−1
j )

имеет разрыв второго рода при Sr−1
j = uj + 1∀j ∈ N\i, который не приводит

к разрыву функции Sr
i (uj , S

r−1
j ).

Разрыв второго рода функции Sr
i (uj , S

r−1
j ) содержательно означает, что в

точке разрыва (u0j , S
0,r−1
j ), j ∈ N\i игрок i на r-м ранге рефлексии может од-

новременно иметь два значения СПВ (+∞ и −∞). Если рассматривать после-
довательную рефлексию игроков относительно поведения друг друга как ди-
намический процесс на числовой последовательности рангов r = 1, 2, . . . , то
по аналогии с решениями некоторых дифференциальных уравнений можно
говорить, что здесь наблюдается бифуркация представлений игрока. В этом
случае состояние бифуркации представлений игрока i – это такое сочета-
ние технологических типов игроков окружения, заданных их функциями из-
держек, и ментальных типов игроков окружения, выражаемых их уровнями
лидерства (численно заданных в виде СПВ), при котором игрок i одновре-
менно может предполагать бесконечно большие как положительные, так и
отрицательные реакции (т.е. СПВ) окружения.
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Функция (7), представленная на рис. 1 (вверху), позволяет оценить сле-
дующие интервалы изменения СПВ:

Sr
i =







∈ [−1, 0), если sri 6 0,

∈ (0,∞), если 0 < sri < 1,

∈ (−∞,−1), если sri < −1.
(7б)

Следовательно, если определить характер зависимости агрегата sri от ко-
эффициентов нелинейности окружения uj, которые зависят от типов функ-
ций спроса и издержек и малочувствительны к объемам предложения, и СПВ
окружения Sr−1

j , которая зависит от ментального типа окружения, то можно
оценить влияние этих параметров на СПВ игрока.

Для качественного сравнительного анализа влияния типов функций
Pk(Q), Cm(q), и изучения явления бифуркации рассмотрим случай идентич-
ных игроков: для всех игроков окружения коэффициенты нелинейности и
СПВ одинаковы, т.е. uj = u∀j ∈ N,Sr−1

j = σ∀j ∈ N. В этом случае

Sr
i =

n− 1

u+ 2− σ − n
, sri =

n− 1

u− σ + 1
.(8)

Из (7а) и (8) вытекает следующее.

У тв е ржд е ни е 2. Если uj = u∀j ∈ N , Sr−1
j = σ ∀j ∈ N то функция

СПВ вида Sr
i (u, σ)

i) имеет разрыв второго рода при σ = σ0 = u+ 2− n (кроме случая ли-

нейных функций спроса и издержек), причем

lim
σ→(u+2−n)−0

Sr
i = ∞, lim

σ→(u+2−n)−0
Sr
i = −∞;(8а)

ii) принадлежит следующим интервалам (кроме случая линейных функ-

ций спроса и издержек, в котором Sr
i ∈ [−1, 0)):

Sr
i

{

∈ (0,∞), если σ ∈ (−∞, σ0),

∈ (−∞, 0), если σ ∈ (σ0,∞).
(8б)

Наглядная иллюстрация бифуркации вытекает из решения системы урав-
нений равновесия (1) в явном виде, известного для случая линейных функ-
ций спроса и издержек. Однако в этом случае не возникает бесконечных зна-
чений предположительных вариаций (они ограничены диапазоном (−1, 0]).
Для степенных функций издержек явное решение не существует [6], поэто-
му рассмотрим случай линейной функции спроса и квадратичных функций
издержек.
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У тв е ржд е ни е 3. В случае линейной функции спроса и квадратичных

функций издержек общее решение игры (1) имеет вид

Q∗
i =

Di

[

n
∏

j=1\i

(

γrj −1
)

+
n
∑

j=1\i

n
∏

µ=1\j,i

(

γrµ−1
)

]

−
n
∑

j=1\i

[

Dj

n
∏

µ=1\i,j

(

γrµ−1
)

]

n
∏

j=1

(

γrj − 1
)

+
n
∑

j=1

n
∏

µ=1\j

(

γrµ − 1
)

(9)

в частном случае n = 3 формула следующая:

Q∗
i =

Di

(

3
∏

j=1\i

γrj − 1

)

−
3
∑

j=1\i

3
∏

µ=1\i

Djγ
r
µ +

3
∑

j=1\i

Dj

γr1γ
r
2γ

r
3 − γr1 − γr2 − γr3 + 2

,(9а)

в частном случае n = 3 при одинаковых параметрах типа игроков D =
= Di∀i ∈ N :

Q∗
i = D

3
∏

j=1\i

γrj −
3
∑

j=1\i

γrj + 1

γr1γ
r
2γ

r
3 − γr1 − γr2 − γr3 + 2

,(9б)

где

Di =
a−B1i

b
, γi = 2 + Sr

i +
B2i

b
,

символом «*» обозначено игровое равновесие.

При бифуркации представлений одновременно возможны два случая, ко-
торые опишем, базируясь на (9б) при таком же условии однотипных игроков
окружения, что и в утверждении 2; тогда с учетом (6в) γj = γ = −uj+S

r−1
j =

= −u+ σ, j = 2, 3, причем γ < 0 при σ = σ0, поскольку B2 > 0.

Первый случай Sr
i → ∞ содержательно означает, что для игроков окруже-

ния оптимальной стратегией (напомним, что рассматриваются оптимальные
предположительные вариации) является бесконечный рост объема предложе-
ния, ограниченный параметрами функции спроса P (Q) и производственными
возможностями технологии фирм. В этом случае если СПВ окружения Sr

j ,
j = N\i есть конечные числа, то из (9б) следует, что оптимальный ответ игро-
ка стремится к нулю справа, т.е. Qr∗

i → 0 + 0, т.е. игрок стремится сократить
объем предложения до нуля.

Второй случай Sr
i → −∞ подразумевает бесконечное сокращение игрока-

ми окружения объема предложения, хотя фактически они могут уменьшить
предложение только до нуля. Тогда из (9б) следует, что оптимальный от-
вет игрока стремится к нулю слева, т.е. Qr∗

i → 0− 0, это можно трактовать
как наибольший допустимый ответ игрока на предсказанное им по Sr

i → −∞
отрицательное значение суммарного объема предложения.
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Интересно, что бифуркация представлений должна приводить на после-
дующих рангах рефлексии к бифуркации действий, что также можно пока-
зать из формулы оптимальной СПВ (8) и равновесного действия (9б).

Если Sr
i → ∞, то на следующем (r + 1)-м ранге рефлексии рассмотрим

ситуацию со стороны окружения (т.е. при σ → ∞); тогда из (8) следует, что
Sr+1
j → 0. Далее, возвращаясь к i-му игроку на ранге r + 2, для которого

σ → 0, получим также из (8): limσ→0 s
r+2
i = n−1

u−σ+1 < 0, поскольку u < −2 со-

гласно (6в). Следовательно, Sr+2
i → −1, когда σ → σ00 = u+ 1, и при условии

сохранения реакций окружения по типу Sr+1
j → 0 из формулы (9б) следует

Q∗
1 → ∞ (поскольку γ = 1, Q∗

1 = D γ2−2γ+1
γ1(γ2−1)−2(γ−1) ). Таким образом, опреде-

ленная через СПВ бифуркация ментального реагирования приводит к би-
фуркации равновесия в игре. Эти рассуждения проиллюстрированы на рис. 1
(внизу).

Случай идентичных игроков является основой для сравнительного ана-
лиза влияния типов функций спроса и издержек на СПВ. Согласно (8а) с
увеличением коэффициентов нелинейности u игроков окружения точка би-
фуркации σ0 сдвигается в большую сторону, а с уменьшением u – наобо-
рот, т.е. состояние бифуркации наступает при более высоких значениях СПВ
окружения. Из условий (8б) следует, что если коэффициенты нелинейности
больше, то СПВ окружения должны быть больше, чтобы Sr

i принадлежала
соответствующим диапазонам.

Исследуем характер зависимости СПВ i-го игрока от коэффициента нели-
нейности ul некоторого l-го игрока окружения, а также от СПВ окружения
и от q,Q.

У тв е ржд е ни е 4. СПВ i-го игрока на r-м ранге рефлексии Sr
i

i) убывает с возрастанием коэффициента нелинейности l-го игрока окру-

жения ul и возрастает с увеличением Sr−1:

S
r/
iul < 0, S

r/
iSr−1 > 0;(10а)

ii) в случае линейной функции спроса не зависит от q при линейных

и квадратичных функциях издержек окружения, убывает с ростом q для

β > 1 и возрастает с ростом q для β < 1 при степенных функциях издер-

жек окружения, не зависит от Q при любых функциях издержек:

S
r/
i q

∣

∣

∣

∣k=1
m=1,3

= S
r/
i Q

∣

∣

∣

∣k=1
m=1,2,3

= 0, S
r/
i q

∣

∣

∣

∣

k=1
m=2

{

< 0 при β > 1,

> 0 при β < 1;
(10б)

iii) в случае степенной функции спроса с ростом q убывает, если Sr−1>−1
(возрастает, если Sr−1 < −1) при линейных и квадратичных функций из-

держек окружения, а для степенных функций издержек убывает при

Sr−1 > −1, когда функции издержек выпуклы (β > 1), и если, кроме того,

ϕ < 1, когда эти функции вогнуты (β < 1), а при Sr−1 < −1 возрастает
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для вогнутых функций издержек, а для выпуклых функций убывает, если

ϕ < −1;

с ростом Q возрастает, если Sr−1 > −1 (убывает, если Sr−1 < −1) для

линейных функций издержек и для квадратичных функций (в этом случае

убывает при дополнительном условии ζ < 1), для степенных функций издер-

жек возрастает при Sr−1 > −1, когда функции издержек выпуклы (β > 1),
и убывает, если ψ > 1, когда эти функции вогнуты (β < 1), а при Sr−1 < −1
убывает для вогнутых функций издержек, а для выпуклых функций возрас-

тает, если ψ > −1:

S
r/
i q

∣

∣

∣

∣k=2
m=1,3

{

< 0 при Sr−1 > −1,
> 0 при Sr−1 < −1,

S
r/
i Q

∣

∣

∣

∣

k=2
m=1

{

> 0 при Sr−1 > −1,
< 0 при Sr−1 < −1,

S
r/
i q

∣

∣

∣

∣

k=2
m=2















< 0 если ϕ < 1 при t = 1,
< 0 при t = 2,
> 0 при t = 3,
< 0 если ϕ < −1 при t = 4,

S
r/
i Q

∣

∣

∣

∣

k=2
m=2















< 0 если ψ > 1 при t = 1,
> 0 при t = 2,
< 0 при t = 3,
< 0 если ψ > −1 при t = 4,

S
r/
i Q

∣

∣

∣

∣

k=2
m=3

{

> 0 при Sr−1 > −1,
< 0 если ζ < 1 при Sr−1 < −1;

(10в)

iiii) слабо зависит от объемов предложения игроков по сравнению с влия-

нием СПВ окружения:

S
r/
i q ≪ S

r/
i Sr−1 ,(10г)

где

ϕ =
B1β(1 − β)(2− β)qβ−3

A|α||1 + Sr−1|(1− α)Qα−2
, ψ = ϕ

1− α

2 − β
, ζ =

B2Q
2−α

A|α||1 + Sr−1|q
,

и введены обозначения

t = 1 : Sr−1 > −1 ∧ β < 1, t = 2 : Sr−1 > −1 ∧ β > 1,

t = 3 : Sr−1 < −1 ∧ β < 1, t = 4 : Sr−1 < −1 ∧ β > 1.

Сравним значения координаты точки бифуркации для различных функ-
ций спроса и издержек.
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У тв е ржд е ни е 5. При различных типах функций спроса и издержек

окружения для точки бифуркации σ0 выполняются следующие соотноше-

ния:

σ023 > σ021,(11а)

σ022 > σ021 при β > 1,(11б)

σ021 > σ012 при B1 > B̄1,(11в)

σ021 > σ013 при B2 < B̄2,(11г)

σ012 > σ022 при B1 <
¯̄B1, если β > 1 или при B1 >

¯̄B1 если β < 1,(11д)

σ013 < σ023 при B2 <
¯̄B2,(11е)

σ012 > σ013 ∧ σ
0
22 > σ023 при β > 1 и

B1

B2
>

1

λ
,(11ж)

где

B̄1 = b
δ

λ
, B̄2 = bδ, ¯̄B1 =

δ

λ
(χ− b), ¯̄B2 = δ

χb

χ− b
,

δ = (1 + Sr−1)(1− α)
q

Q
, χ = A|α|Qα−1 > 0, λ = β(β − 1)qβ−2.

Соотношения для точки бифуркации в случаях других типов функций
спроса и издержек окружения представлены в Приложении.

4. Выводы

Утверждение 2 показывает, что бифуркация представлений игроков про-
исходит, когда СПВ окружения возрастает с уровня σ = u+ 2− n− 0 до
σ = u+ 2− n+ 0; кроме того, с увеличением числа игроков для дестабили-

зации равновесия необходимо большее по модулю значение СПВ, так как ко-
ордината точки бифуркации уменьшается с ростом n.

Утверждение 4 раскрывает следующие основные факторы, влияющие на
СПВ игрока. Во-первых, действует фактор рыночно-технологической обста-
новки игры, определяемый коэффициентом нелинейности: чем больше ко-
эффициент нелинейности игроков окружения, тем меньше СПВ, т.е. больше
модуль СПВ; учитывая, что, как правило, СПВ отрицательна, рост модуля

СПВ свидетельствует об усилении реагирования игрока. Поэтому комбина-
ции функций спроса и издержек, приводящие к более высоким значениям
коэффициента нелинейности, способствуют усилению реагирования игрока.
К таким случаям, в частности, относятся игры с квадратичными функциями
издержек или степенными функциями при положительном эффекте масшта-
ба (β < 1), которые ведут к большим значениям коэффициента нелинейности
по сравнению с линейной моделью издержек независимо от модели спроса,
что показано в Приложении.
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Рис. 2. Зависимость СПВ игрока от СПВ окружения.

Во-вторых, наблюдается свойство симметричности реагирования игро-
ков, т.е. чем больше СПВ окружения, тем больше СПВ игрока. Этот кон-
сонанс реагирования игроков, качественно проиллюстрированный на рис. 2,
выражается в двухэтапном процессе. Если окружение имеет отрицательные
СПВ, то их увеличение (уменьшение по модулю) сопровождается ростом по-
ложительной СПВ игрока (Sr

i → ∞), т.е. в терминах экономики игрок пред-
полагает экспансию окружения и в результате, по формуле (9б), будет сокра-
щать объем предложения вплоть до нуля. Тогда наступает момент бифурка-
ции, и процесс меняет ход на противоположный, поскольку из формулы (8)
следует, если ее обратить на окружение, Sr+1

j = n−1
u+2−Sr

i −n , что приводит к

Sr+1
j → 0, т.е. окружение предполагает нереагирование игрока. Но в ответ

на это (рис. 2) СПВ игрока снова возрастает, т.е. Sr+2
j → −1, что побуждает

игрока увеличивать объем предложения.

В-третьих, наибольшее влияние на СПВ игрока оказывают СПВ и типы
функций спроса и издержек окружения. Несмотря на то, что СПВ игрока за-
висит от его объема предложения и суммарного объема предложения игроков
через коэффициенты нелинейности окружения (для нелинейных функций),
это влияние несопоставимо мало с воздействием ментальных типов окруже-
ния, обусловленных его уровнями лидерства.

Утверждение 5 определяет следующие свойства бифуркации.

Случай степенной функции спроса приводит к большему значению точки
бифуркации при квадратичной функции издержек (k = 2,m = 3), чем при ли-
нейной функции издержек (k = 2,m = 1), поскольку квадратичная функция
моделирует отрицательный эффект масштаба. Аналогично случай степенной
функции спроса обусловливает превышение координаты точки бифуркации
при степенной функции издержек (k = 2,m = 2) для отрицательного эффек-
та масштаба β > 1 над соответствующей координатой при линейной функции
издержек (k = 2,m = 1), а при положительном эффекте – наоборот.

Случай степенной функции спроса и линейных издержек (k = 2,m = 1)
по сравнению с различными вариантами издержек для линейной функции
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спроса (m = 2, 3) ведет к повышению точки бифуркации при определенных
значениях коэффициентов B1, B2:

i) если B̄1 < 0, т.е. для положительного эффекта масштаба при Sr−1 < −1
и для отрицательного эффекта масштаба при Sr−1 > −1, поскольку

B̄1=
b(1+Sr−1)(1−α)

β(β − 1)Qqβ−3

{

> 0, если (β > 1 ∧ Sr−1 > −1) ∨ (β < 1 ∧ Sr−1 < −1),
< 0, если (β < 1 ∧ Sr−1 < −1) ∨ (β > 1 ∧ Sr−1 > −1);

то действие эффекта масштаба как технологического типа игроков противо-
положно действию СПВ окружения как ментального типа игроков;

ii) если B̄1 > 0 иB1 > B̄1, т.е. при высоком темпе роста степенной функции;

iii) если B̄2 > 0, т.е. при Sr−1 > −1, поскольку B̄2 > 0 = b(1+Sr−1)(1−α) q
Q .

Случай степенных функций издержек (m = 2) по сравнению с вариан-
тами квадратичных функций издержек (m = 3) для любых функций спроса
(k = 1, 2) обусловливает следующие соотношения для точки бифуркации:

i) точка бифуркации при степенных издержках больше, если эффект мас-
штаба отрицательный (β > 1), при B2 ≪B1, поскольку из B1

B2
> 1

λ следует

B1β(β − 1)qβ−2 > B2, а множитель β(β − 1)qβ−2 ≪ 1;

ii) точка бифуркации при степенных издержках меньше, если эффект мас-
штаба положительный (β < 1), так как при этом B1β(β − 1)qβ−2 < 0.

Случай квадратичных издержек (m = 3) при линейной (k = 1) и степен-
ной (k = 2) функциях спроса демонстрирует две возможности, показывая,
что усиление реагирования окружения компенсирует влияние нелинейности
функции спроса:

i) точка бифуркации при степенных издержках больше, если Sr−1 > −1 и

B2 достаточно мало (B2 <
¯̄B2), так как ¯̄B2 =

b(1+Sr−1)(1−α)A|α|qQα−2

A|α|Qα−1−b
> 0, если

A≫ b;

ii) точка бифуркации при степенных издержках меньше, если Sr−1 >

> −1( ¯̄B2 < 0).

5. Заключение

Рыночно-технологическая обстановка игры олигополии описывается соче-
танием функции рыночного спроса и функций издержек игроков, которые в
совокупности определяют их функции полезности. На основе анализа мно-
гообразия таких сочетаний, возникающих в различных прикладных задачах
моделирования олигополии, исследование показало важность рыночно-тех-
нологической обстановки игры олигополии для стабильности игрового рав-
новесия. Причина дестабилизации равновесия, или бифуркации действий иг-
роков, оказалась в бифуркации их представлений, когда игрок при опреде-
ленной констелляции представлений игроков окружения может оценивать их
оптимальную реакцию как положительную и отрицательную одновременно.
В свою очередь, указанная констелляция представлений игроков предопре-
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делена уровнями их лидерства по Штакельбергу и выражается некоторым
значением СПВ окружения, которое можно назвать точкой бифуркации.

Координата точки бифуркации зависит от числа игроков и коэффициента
нелинейности их функций полезности, а коэффициент нелинейности опреде-
ляется типами функций спроса и издержек. Если для конкретного сочетания
функций спроса и издержек игроков точка бифуркации больше (т.е. СПВ
окружения меньше по модулю), то игровая обстановка более чувствительна
к изменению ментальных типов игроков, т.е. игровое равновесие в динамике
может быть легче дестабилизировано.

Характерно, что при линейных функциях спроса и издержек дестабили-
зация равновесия невозможна. Поэтому в реальных играх олигополии с ли-
нейными зависимостями рыночно-технологических параметров будут наблю-
даться постепенные изменения равновесных действий, что зачастую наблю-
дается на практике.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ния 1. В [6] параметр ui представляет
собой2 компонент условия второго порядка экстремума функции полезности

игрока, т.е. Π
//
iQiQi

= ui − Sr−1
i < 0. На основе (1) запишем это условие P

/
Qi
+

+(1 + Sr−1
i )P

/
Q + (1 + Sr−1

i )QiP
//
QQi

− C
//
iQiQi

< 0, затем учитывая, что P
/
Q < 0,

это неравенство разделим на |P
/
Q| :

P
/
Qi

|P
/
Q|
−1−Sr−1

i +
(1+Sr−1

i )QiP
//
QQi

|P
/
Q|

−
C

//
iQiQi

|P
/
Q|

< 0,

откуда следует (2а).

Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ния 3. Уравнения (1) при (3а), (4в)
имеют вид

a− bQ− b(1 + Sr
i )Qi −B2iQi −B1i = 0,

или

γiQi +
∑

j=N\i

Qjq−i = Di, i ∈ N ;

решение этой системы методом Крамера приводит к (9).

Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ния 4. В результате дифференцирова-
ния формулы (7), обозначив zr−1

j = 1
uj−Sr−1

j +1
, получим:

S
r/
i ul

=

(

1

Sr
i

− 1

)

(sri )
−2
(

zr−1
j

)/

ul

= − (1− sri )
−2 (ul − Sr−1

l + 1
)−2

< 0,(Π.1)

S
r/
i q = S

r/
i ul

u
/
l q, S

r/
i Q = S

r/
i ul

u
/
l Q, S

r/
i Sr−1 > 0, S

r/
i ul

< 0.(Π.2)

2 В [6] параметр имеет вид ui = −2−

C
//
iQiQi

b
, так как выведен при линейной функции

спроса, для которой P
/
Q = P

/
Qi

= −b.
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Для упрощения анализа формул (6) введем следующие обозначения:

δ = (1 + Sr−1)(1− α)
q

Q

{

> 0 при Sr−1 > −1,
< 0 при Sr−1 < −1,

χ = A|α|Qα−1 > 0,(Π.3)

λ = β(β − 1)qβ−2

{

< 0 при β < 1,
> 0 при β > 1.

Кроме того, введем обозначения x, y, z,X, Y, Z для ukm, k = 1, 2,m = 1, 2, 3,
с учетом которых формулы (6) трансформируются к виду:

x = u11 = −2, X = u21 = −2 + δ,(П.4а)

y = u12 = −2−
B1

b
λ, Y = u22 = −2 + δ −

B1

χ
λ,(П.4б)

z = u13 = −2−
B2

b
, Z = u23 = −2 + δ −

B2

χ
.(П.4в)

Анализ формул (П.3), (П.4) показывает, что в зависимости от значений
параметров β и Sr−1 возможно четыре случая, номера которых обозначим
символом t: 1) t = 1 : Sr−1 > −1 ∧ β < 1, в этом случае δ > 0 ∧ λ < 0; 2) t = 2 :
Sr−1 > −1 ∧ β > 1, при этом δ > 0 ∧ λ > 0; 3) t = 3: Sr−1 < −1 ∧ β < 1, при
этом δ < 0 ∧ λ < 0; 4) t = 4: Sr−1 < −1 ∧ β > 1, при этом δ < 0 ∧ λ > 0.

Дифференцируя (П.4) получим:

x/q = z/q = 0, X/
q = Z/

q =
δ

q
,

y/q = −
B1λ

bq
(β − 2), Y /

q =
δ

q
−
B1λ

χq
(β − 2),

(П.5)

x
/
Q = y

/
Q = z

/
Q = 0, X

/
Q = −

δ

Q
,

Y /
q = −

δ

Q
−
B1λ

χq
(β − 2), Z

/
Q = −

δ

Q
−
B2

χQ
(1− α).

(П.6)

Из этих формул с учетом (П.2) и (П.3) следует:

1) при линейной функции спроса (k = 1)

S
r/
i q

∣

∣

∣

∣k=1
m=1,3

= S
r/
i Q

∣

∣

∣

∣k=1
m=1,3

= 0, S
r/
i q

∣

∣

∣

∣

k=1
m=2

{

< 0 при β > 1,
> 0 при β < 1,

2) при степенной функции спроса (k = 2)Y
/
q > 0, т.е. с учетом (П.1)

S
r/
i q

∣

∣

∣

∣

k=2
m=2

< 0, если δ + B1λ
χ (2− β) > 0, и это неравенство приводит к четырем

случаям: при t = 1 получается неравенство 1 > −B1λ
χδ (2− β), что после под-

становки (П.3) приводит к 1 > ϕ = B1β(1−β)(2−β)qβ−3

A|α||1+Sr−1|(1−α)Qα−2 ; при t = 2 неравен-

ство такое же и ϕ < 0, т.е. Y
/
q > 0 без дополнительных условий; при t = 3
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имеет место δ + B1λ
χ (2− β) < 0, поэтому Y

/
q < 0; при t = 4 получаем Y

/
q > 0

при ϕ < −1; производные Y
/
Q > 0, Z

/
Q > 0, анализируются аналогично.

Сравним S
r/
i Sr−1 и S

r/
i q по абсолютной величине, заметив, что

S
r/
i Sr−1 = (1− sri )

−2(ul − Sr−1
l + 1)−2, S

r/
i q = (1− sri )

−2(ul − Sr−1
l + 1)−2u

/
l q.

Из (П.5) следует, что

u
/
11q = u

/
13q = 0, u

/
21q = u

/
23q = (1 + Sr−1)(1− α)

1

Q
,

u
/
12q =

B1

b
(β − 2)β(β − 1)qβ−3,

u
/
22q = (1 + Sr−1)(1 − α)

1

Q
−

B1

A|α|Qα−1
(β − 2)β(β − 1)qβ−3.

Очевидно, что limq→∞ u
/
l q → 0, поэтому S

r/
i q ≪ S

r/
i Sr−1 .

Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ния 5. Для линейных и квадратичных
функций издержек при любых значениях их параметров верны следующие
соотношения:

x > z, X > Z.

В остальных случаях коэффициенты нелинейности удовлетворяют следую-
щим соотношениям: x < X при Sr−1 > −1, x < y при β < 1, x < Y при

B1 <
¯̄̄
B1, x < Z при B2 <

¯̄̄
B2,X < Y при β > 1,X < y при B1 > B̄1,X < z при

B2 < B̄2, y < Y при B1 <
¯̄B1 если β > 1, или при B1 >

¯̄B1 если β < 1, z < Z

при B2 <
¯̄B2, y < z при β > 1 и B1

B2
> 1

λ , Y < Z при β > 1 и B1

B2
> 1

λ , Y < Z

при β > 1 и B1

B2
> 1

λ , где
¯̄̄
B1 = δχλ , B̄1 = b δλ ,

¯̄̄
B2 = δχ, B̄2 = bδ, ¯̄B1 =

δ
λ(χ− b),

¯̄B2 = δ χb
χ−b . Поскольку из (10а) следует, что чем больше ukm, тем меньше Sr

ikm,

то получим из этих соотношений неравенства для σ0km.
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