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О ВЫНУЖДЕННЫХ КОЛЕБАНИЯХ В РЕЛЕЙНОЙ СИСТЕМЕ
С ГИСТЕРЕЗИСОМ1

Исследуется явление, связанное с захватом колебаний релейной систе-
мы внешним возбуждением (вынужденная синхронизация), которое про-
является в возникновении периодических движений, близких к «пачеч-
ной» ритмической активности нейронов, когда пакеты быстрых колеба-
ний перемежаются с интервалами «молчания». Для изучения такого яв-
ления введено отображение окружности на себя, которое в зависимости от
параметров может быть диффеоморфизмом или разрывным («gap map»).
В обоих случаях отображение демонстрирует так называемую бифурка-
ционную структуру «добавления периода» («period-adding»).
Выявлено, что число пачек на периоде периодического движения опре-

деляется его числом вращения, а длина интервалов между пачками –
границами поглощающей области. Изменение числа импульсов в пач-
ке происходит через бифуркацию «граничного столкновения» («border
collision»).
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1. Введение

Рассмотрим релейную систему с гистерезисом [1–3] и внешним периодиче-
ским возбужением, состояние которой описывается дифференциальным урав-
нением

ẋ = f(t, x), f(t, x) = λ (x− S(x, η) + σ(t)) , σ(t+ π) = −σ(t),(1)
1 Жусубалиев Ж.Т. поддержан Минобрнауки РФ, программой стратегического ака-

демического лидерства «Приоритет-2030» (1.7.21/S-2; 1.71.23П). Сопуев У.А. поддержан
грантом № 14-22 Ошского государственного универстиета. Работа Бушуева Д.А. выпол-
нена в рамках реализации Федеральной программы поддержки университетов «Приори-
тет – 2030» с использованием оборудования на базе Центра высоких технологий БГТУ
им. В.Г. Шухова
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гдe t – время; x – неизвестная функция времени t из R (выход системы); ẋ –
производная x по t; S – выходной сигнал релейного элемента; λ – величина
обратно пропорциональная по модулю постоянной времени объекта; σ(t) =
= μ0+μm cos t – вынуждающая сила, где μ0, μm – постоянная составляющая
и амплитуда переменной составляющей σ(t) соответственно.

Выходной сигнал S релейного элемента:

S(x, η) =

{
1, x < q − χ, или q − χ < x < q + χ, и η = 1;

0, x > q + χ, или q − χ < x < q + χ, и η = 0.

Здесь q – задающий сигнал; χ – величина гистерезиса релейного элемента
(PЭ); η = 0,+1 – значения S после последнего переключения РЭ.

Как можно видеть из (1), правая часть содержит t, как и x. Функция f
периодична по t с периодом 2π. Кроме того, функция x(t), удовлетворяю-
щая (1), инвариантна по отношению к сдвигу начала координаты t на 2π [4].

Параметры: λ = −7,5/π, q = 4,0/Γ; μ0 = 1,5/Γ; μm = 0,525/Γ; χ = χ0/Γ.
В исследованиях варьировались Γ и χ0: 6,0 � Γ � 7,0, 0,35 � χ0 � 0,65.

К уравнению вида (1) приводят многие задачи механики, физики [5–7],
биологии и медицины.

Сюда относятся, например, математические модели для изучения атрио-
вентрикулярной блокады Венкебаха в кардиологии [8–10], биологических ме-
ханизмов регуляции сна и бодрствования [11–14], ритмической активности
нейронов [15–21]. В [22] было показано, что при принятых идеализациях к
уравнению (1) можно свести математическую модель вибрационной машины
с дебалансным возбуждением колебаний и релейным управлением.

Рассматриваемый класс релейных систем относится к системам с дву-
мя масштабами времени («systems with fast and slow dynamics», см., напри-
мер, [23, 24]), поведение которых определяют две частоты: частота вынуж-
дающей силы и высокочастотные осцилляции, порождаемые быстрыми пе-
реключениями релейного элемента. Такие системы демонстрируют феномен,
близкий к «пачечной» ритмической активности нейронов, когда пакеты быст-
рых колебаний перемежаются с интервалами «молчания». Типичным при-
мером модельного отображения, описывающего такое поведение нейронов,
является разрывное отображение Рулькова Н. [17]. Бифукационные механиз-
мы возникновения пачечных колебаний изучались многими авторами (см.,
например, [18–21, 25]).

В данной работе изучается захват колебаний релейной системы внешним
периодическим возбуждением, который проявляется в возникновении регу-
лярных движений, близких к «пачечной» ритмической динамике нейронов.
Сначала сводится дифференциальное уравнение (1) к отображению окруж-
ности на себя. Показано, что в зависимости от параметров, такое отображе-
ние является диффеоморфизмом на окружности или разрывным. Получено
аналитически уравнение для границ разрыва (многообразие переключения)
и границ поглощающей области в фазовом пространстве. Определена грани-
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ца, разделяющая пространство параметров на области существования раз-
рывного отображения и диффеоморфизма на окружности. В обоих случаях
отображение демонстрирует так называемую бифуркационную структуру до-
бавления периода («period-adding») [26, 27].

В [22] было показано как численно, так и экспериментально, что интерва-
лам молчания отвечают фазы низкочастотных колебаний, которые прерыва-
ются пачками быстрых осцилляций. В представленной работе выявлено, что в
области параметров, где отображение разрывное, число пачек на периоде пе-
риодического движения определяется числом вращения, а длина интервалов
между пачками – границами поглощающей области. Изменение числа им-
пульсов в пачке происходит через бифуркацию граничного столкновения, ко-
гда одна из периодических точек отображения сталкивается с многообразием
переключения, что отвечает касанию решения (1) при S = 1 верхнего порога
переключения релейного элемента. Такую бифуркацию в негладких диффе-
ренциальных уравнениях называют «grazing bifurcation» («скользящая би-
фуркация») [28–31].

2. Математическая модель с дискретным временем

2.1. Отображение первого возвращения

В силу периодичности f по t с периодом 2π фазовая плоскость (1) пред-
ставляет собой прямоугольник шириной 2π с отождествленными точками
N ′, N (рис. 1,а). Уравнение (1) сводится к системе автономных дифференци-
альных уравнений

θ̇ = 1, ẋ = f(θ, x),(2)

фазовыми переменными которой являются θ = t− 2π�t/(2π)� и x. Здесь �·� –
функция, выделяющая целую часть аргумента.

Решение уравнения (2) при S = 1, начинающееся в точке, принадлежащей
нижнему порогу переключения релейного элемента q − χ, достигает точки
верхнего порога q + χ спустя время z+k . Затем (после переключения релейного
элемента S = 1 → S = 0) возвращается обратно в точку нижнего порога q−χ
через z−k (см. рис. 1,б ).

Cоединим концы отрезка [0; 2π] и образуем окружность единичного ра-
диуса [1] (рис. 1,в). Тогда можно ввести отображение F , ставящее в соот-
ветствие каждой точке Pk на единичной окружности такую точку Pk+1, в
которую перейдет Pk при повороте на угол θk+1 согласно дифференциаль-
ным уравнениям (2) спустя время z+k + z−k, где z±k – ширина импульсов
при S = 1 и S = 0 соответственно (рис. 1,б,в).

Тогда изменение угла между последовательными точками Pk = P (1, θk),
k = 0, 1, 2, . . . на единичной окружности описывается:

θ �→ F (θ) mod 2π, F (θ) = θ + z+(θ) + z−(θ), 0,0 � θ � 2π.(3)
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Рис. 1. a – Периодическое решение неавтономного уравнения (1). б – Увели-
ченный фрагмент решения на а, поясняющий технику получения отображе-
ния первого возвращения Пуанкаре. в – Отображение окружности на себя. г –
Периодическая орбита отображения, соответствующая периодическому реше-
нию уравнения (1).

Здесь z+ – наименьшее неотрицательное решение уравнения

q + χ = eλz
+
(q − χ− 1 + μ0) + 1− μ0 +Am

(
sin(θ + z+)− λ cos(θ + z+)

)−
−Am eλz

+
(sin θ − λ cos θ) ,

a z−:

q − χ = eλz
−
(q + χ+ μ0)− μ0 +Am

(
sin(θ′ + z−)− λ cos(θ′ + z−)

)−
−Am eλz

− (
sin θ′ − λ cos θ′

)
, Am =

λμm
1 + λ2

, θ′ = θ + z+.

Отсюда орбита точки θ0 будет

θ1 = F (θ0), θ2 = F (θ1) = F 2(θ0), . . . , θk = F k(θ0), . . . .
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Рис. 2. а – Диффеоморфизм на окружности. б – Разрывное отображение
(«gap map»). в – К определению точки разрыва F и границ поглошающей
области J .

Характер движения на окружности определяется числом вращения

r = lim
k→∞

F k(θ)− θ

2πk
.

Eсли число вращения рациональное r =
n

m
, где n, m – целые числа, то суще-

ствует θ0 такое, что
Fm(θ0) = θ0 mod 2π

и орбита на окружности является m-периодической.
Если же r – иррациональное число, то в случае диффеоморфизма движе-

ние квазипериодическое: каждая итерация отображения дает новую точку
на единичной окружности и ни одна из этих точек не повторяется. Тогда Pk

образуют плотное множество на окружности.
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Это относилось к свойствам диффеоморфизмов. Если же отображение
необратимое или разрывное, то указанные свойства сохраняются, но есть раз-
личия. Подробное обсуждение этих различий можно найти в [26].

Для описания орбиты начальной точки θ0 системы (3), следуя [26], можно
использовать два символа L и R («left», «right»). Тогда орбита O(θ0) = {θi =
= F i(θ0), i = 0, 1, 2, . . .} описывается последовательностью:

σ̄0σ̄1σ̄2 · · · ,(4)

где символ σ̄i, i = 0, 1, 2, . . . в этой последовательности для каждого i � 0
определяется как

σ̄i =

{
L, θi < c0;

R, θi > c0.

В одномерных отображениях с одной точкой разрыва число вращения r
периодической орбиты периода m

Om(θ) = {θ ∈ I : θ, F k(θ), k = 1, . . . , m− 1},
Fm(θ) = θ, F k(θ) 	= θ

находится как [26]

r =
NR(Om)

NL(Om) +NR(Om)
,

где NL(Om), NR(Om) – число символов L и R в (4).

2.2. Свойства отображения
• Перепишем отображение (3) в виде

θk+1 = F (θk),

F (θ) =

{
FL(θ), θ < c0;

FR(θ), θ > c0.

Функции FL, FR непрерывны и строго возрастают на отрезках [FR(c0); c0]
и [c0;FL(c0)] соответственно. Отображение F не имеет неподвижных точек
в (FR(c0);FL(co)).

• Если

FR ◦ FL(c0) < FL ◦ FR(c0),

тогда каждая точка θ ∈ J имеет либо единственный прообраз, либо не
имеет прообразов внутри J .
Если существует непустой подинтервал (FR ◦ FL(c0);FL ◦ FR(c0)), состоя-
щий из точек, не имеющих прообразов в J , то в этом случае говорят что
F является разрывным («gap map»).
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• На рис. 2,а изображен случай, когда F – функция непрерывная и моно-
тонно возрастающая. Тогда F содержит одну фиктивную точку разрыва,
такую, что

FR(c0) = FL(c0)

и F (θ + 2π) = F (θ) + 2π.
• На рис. 2,б показан случай, когда F содержит одну точку разрыва. Как

возникает разрыв, поясняется далее. Более того, точки cL = FR(c0) и cR =
= FL(c0), называемые критическими точками ранга один, определяют гра-
ницы инвариантной поглощающей области J = [cL; cR]. Функция F может
иметь локальные экстремумы, но они находятся вне J . Поэтому внутри J
функция F является кусочно возрастающей.
Более того, в этом случае FL(c0) < FR(c0), так что в поглащающей обла-
сти J отображение F является разрывным («gap map»)(см. рис. 2,в).

• Условие, когда отображение F становится разрывным, формулируется
утверждением 1.

Утв е ржд е ни е 1. Разрыв F возникает, когда решение x(t) уравне-
ния (1) при S = 1, начинающееся в точке нижнего порога q−χ переклю-
чения релейного элемента, касается верхнего порога переключения q+ χ.
В этом случае функция F имеет точку разрыва c0, которая удовлетво-
ряет уравнению

F (c0) = c∗,(5)

где F (y) = y + z+(y) [22, 27].

Легко видеть, что функция F в правой части уравнения (5) задана неявно.
Цель состоит в том, чтобы получить уравнение относительно точки разры-
ва c0 в явном виде.

Условие касания x(t) верхнего порога переключения q + χ релейного эле-
мента записывается как

ϕt + ϕx ẋ(t)|t=c∗ = 0, ϕ = q + χ− x.(6)

Так как ϕt = 0 и ϕx = −1, то (6) эквивалентно

ẋ(t)|t=c∗ = 0, ẋ = λ(x− 1 + μ0 + μm cos t).

Отсюда

x(c∗)− 1 + μ0 + μm cos c∗ = 0.

Принимая во внимание, что x(c∗) = q + χ, получим

q + χ− 1 + μ0 + μm cos c∗ = 0.
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Решив это уравнение относительно c∗, получим

c∗ = 2π − arccos

(
1− q − χ− μ0

μm

)
,

если −1 � 1−q−χ−μ0

μm
� +1.

Из условия −1 � 1−q−χ−μ0

μm
� +1 находим границу L, разделяющую в про-

странстве параметров области существования разрывного отображения и
диффеоморфизма. Обозначим эти области как Πgap и Πcircle. Граница между
Πgap и Πcircle на плоскости варьируемых параметров (χ0,Γ) есть

L = {(χ0,Γ) : Γ = 6,025 + χ0}.(7)

После того, как найдена c∗, определим точку разрыва c0. Для получения
уравнения относительно c0 в явном виде, используем условие касания

x(c∗)− 1 + μ0 + μm cos c∗ = 0.(8)

Поскольку

x(c∗) = eλ(c∗−c0)(q − χ− 1 + μ0) + 1− μ0 +(9)

+Am t(sin c∗ − λ cos c∗)−Am eλ(c∗−c0) (sin c0 − λ cos c0),

то, подставив (9) в (8), получим:

eλ(c∗−c0)(q − χ− 1 + μ0) +Am (sin c∗ − λ cos c∗)−
−Am eλ(c∗−c0) (sin c0 − λ cos c0) + μm cos c∗ = 0.

Это уравнение решается численно.

3. Бифуркационный анализ

На рис. 3,а изображена двухпараметрическая бифуркационная диаграм-
ма, рассчитанная численно на плоскости параметров (χ0,Γ), на которую на-
несена граница L. Выше этой границы расположена область Πcircle, где отоб-
ражение (2) есть диффеоморфизм на окужности, а ниже – область Πgap су-
ществования разрывного отображения («gap map»).

На рис. 3,б приведена однопараметрическая бифуркационная диаграмма,
а на рис. 3,в – увеличенный фрагмент этой диаграммы, показывающий пе-
реход к синхронизации 1 : 5 и выход из нее через седло-узловую бифурка-
цию в области Πcircle. Сплошные линии соответствуют устойчивому 5-циклу,
а пунктирные – седловому 5-циклу. На границах резонансного языка 1 : 5
устойчивый и седловой 5-циклы сливаются и исчезают. Области синхрони-
зации имеют классическую структуру так называемых языков Арнольда [8].
Между языками Арнольда находятся области квазипериодических режимов
с иррациональными числами вращения.

88



Рис. 3. a – Двуxпараматрическая бифуркационная диаграмма на плоскости пара-
метров (χ0,Γ) отображения (3), на которую нанесена граница L (7). б – Однопара-
метрическая бифуркационная диаграмма для сечения A: 0,4 � χ0 � 0,61, Γ = 6,6. в –
Увеличенный фрагмент бифуркационной диаграммы на б для окрестности резонан-
са 1 : 5 области Πcircle: (0,512 � χ0 � 0,56, Γ = 6,6). Здесь пунктирные линии отвеча-
ют неустойчивому 5-циклу, а сплошные – устойчивому. г – Увеличенный фрагмент
бифуркационной диаграммы на б для окрестности резонанса 2 : 9, часть которой
находится в области Πcircle, а часть – в Πgap (сечение A): 0,57 � χ0 � 0,585 и Γ =
= 6,6. д – Чертова лестница: зависимость числа вращения r от χ0, 0,45 � χ0 � 0,61,
Γ = 6,6. е – Однопараметрическая бифуркационная диаграмма для области Πgap,
иллюстрирующая каскад бифуркаций добавления периода: 0,35 � χ0 � 0,65, Γ =
= 6,25, (сечение B).
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Рис. 4. a – Периодическиое решение в области Πgap. б – Периодическое ре-
шение в области Πcircle.

На рис. 3,г представлен увеличенный фрагмент диаграммы на рис. 3,б , ил-
люстрирующий бифуркационный переход, когда пересекается граница между
областями Πcircle и Πgap. Как можно видеть из этой диаграммы, вход в режим
синхронизации порядка 2 : 9 происходит в Πcircle, а выход из нее – в обла-
сти Πgap. Исследования показали, что переход на границе языка 2 : 9 в Πcircle

происходит через классическую седло-узловую бифуркацию, а на границе в
области Πgap – через седло-узловую бифуркацию граничного столкновения
(«border-collision fold») [22].

На рис. 3,д показана так называемая «чертова лестница»: зависимость
числа вращения от χ0. На этом рисунке выделены ступеньки, отвечающие
резонансам 1 : 6, 1 : 5, 2 : 9 1 : 4.

На рис. 3,е приведена однопараметрическая бифуркационная диаграмма,
демонстрирующая каскад бифуркаций добавления периода в области Πgap.

На рис. 4,а показано периодическое движение, иллюстрирующее пачечную
динамику в области Πgap для 1 : 6. Как можно видеть из этого рисунка, число
пачек определяется числителем числа вращения. А интервал между пачками
определяется границами поглощающей области. Изменение числа импульсов
в пачках происходит через бифуркацию граничного столкновения, когда одна
из периодических точек попадает на границу разрыва F .

На рис. 4,б приведено периодическое решение в области Πcircle, где этот
аттрактор локализован в зоне гистерезиса релейного элемента.

Изучение бифуркационных механизмов возникновения пачечных колеба-
ний отображения (3) в области Πcircle – задача будущих исследований.

4. Заключение

Статья посвящена обсуждению необычного явления, обнаруженного в ре-
лейной системе с гистерезисои и внешним периодическим возбуждением.
Этот феномен связан с вынужденной синхронизацией релейных систем и
проявляется в возникновении периодической динамики, близкой к «пачеч-
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ной» ритмической активности нейронов, когда пакеты быстрых колебаний
перемежаются с интервалами «молчания».

Приводится методика изучения такого явления с помощью отображения
окружности на себя. В зависимости от параметров отображение может быть
диффеоморфизмом или разрывным («gap map»). Показано, что в обоих слу-
чаях отображение демонстрирует так называемую бифуркационную струк-
туру «добавления периода» («period-adding»).

Выявлено, что в области Πgap число пачек на периоде периодического
движения определяется его числом вращения, а длина интервалов между
пачками – границами поглошающей области. Изменение числа импульсов в
пачке происходит через бифуркацию «граничного столкновения» («border
collision»), которую в негладких дифференциальных уравнениях называют
«скользящей бифуркацией» («grazing bifurcation»).

В силу того, что функция F кусочно-монотонно возрастающая с одной
точкой разрыва c0 в J (см. рис. 2,а,б , доказательство приведено в [22]), язы-
ки Арнольда с числами вращения 1 :m, m = 2, 3, . . . (m – период цикла)
на плоскости параметров не пересекаются [7]. Области периодичности, от-
вечающие устойчивым m-циклам более высоких уровней сложности, распо-
ложенные между этими языками, также не пересекаются. Отображение (3)
демонстрирует типичное явление добавления периода, и в одномерных отоб-
ражениях рассматриваемого класса не может быть бистабильного поведе-
ния [7, 26, 32–34]. Однако, хорошо известно, что если, например слева от
точки разрыва функция F возрастающая, а справа – убывающая, то воз-
можна бистабильность [26]. В отображениях с перекрытиями («overlapping
maps» [26]) динамика гораздо сложнее, связанная с мультистабильностью,
как и в многомерных системах (см., например, [35–38] и цитируемую там
литературу).
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