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АНАЛИТИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ОДНОЛИНЕЙНОЙ
СИСТЕМЫ МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ
С ВХОДЯЩИМ MAP-ПОТОКОМ СОБЫТИЙ

Рассматривается однолинейная система массового обслуживания с вхо-
дящим MAP-потоком запросов (MAP-поток — Markovian Arrival Process)
с двумя состояниями. Выводятся явные выражения для стационарного
распределения вероятностей состояний и явные выражения для числовых
характеристик системы: вероятности простоя обслуживающего прибора,
математического ожидания числа запросов в системе, математического
ожидания длины очереди. Численные результаты представлены в таб-
лицах и в построенных на их основе графических зависимостях указан-
ных характеристик, показанных на рисунках. Изучается рекуррентный
MAP-поток с двумя состояниями как частный случай коррелированного
MAP-потока запросов.

Ключевые слова: MAP-поток запросов, однолинейная система массового
обслуживания (СМО), стационарное распределение вероятностей состоя-
ний системы, числовые характеристики.

DOI: 10.31857/S0005231023070012, EDN: FCERPV

1. Введение

Математические модели систем и сетей массового обслуживания (СМО,
СеМО) достаточно адекватно описывают поведение реальных физических,
технических, экономических и других объектов и систем и в связи с этим
получили широкое распространение в научной среде. Одними из основных
элементов СМО и СеМО являются случайные входящие потоки запросов.
Практически на протяжении всего прошлого века исследования в области
СМО и СеМО основывались на предположении о некоррелированном харак-
тере входящих потоков запросов, т.е. в качестве последних рассматривались
простейшие потоки (стационарные пуассоновские потоки запросов). Однако
начиная с конца 20-го века модель стационарного пуассоновского потока в
связи с интенсивным развитием телекоммуникационных сетей и систем, бес-
проводных и мобильных сетей связи перестала быть адекватной реальным
информационным потокам запросов в таких системах и сетях.

3



Быстрая смена цифровых технологий обеспечила проникновение цифро-
вых сетей во все сферы человеческой деятельности. Все это было бы невоз-
можным без использования и развития методов и алгоритмов математиче-
ского моделирования сетевых технологий. Начиная с конца 20-го века в со-
временной теории очередей начались интенсивные исследования нового на-
правления — системы массового обслуживания с коррелированными потока-
ми (системы с дважды стохастическими потоками). Стимулом к появлению
дважды стохастических потоков событий — новой математической модели,
наиболее адекватно учитывающей коррелированный характер реальных ин-
формационных потоков — послужили практические потребности исследова-
ний современных телекоммуникационных сетей, в которых разнородные ин-
формационные потоки являются существенно нестационарными и коррели-
рованными.

Дважды стохастические потоки характеризуются двумя стохастиками: за-
просы в потоке наступают в случайные моменты времени (первая стохасти-
ка), интенсивность (сопровождающий процесс) потока является случайным
процессом (вторая стохастика). Дважды стохастические потоки делятся на
два типа: первый тип — потоки, сопровождающий процесс (интенсивность)
которых есть непрерывный случайных процесс [1, 2]; второй тип — потоки,
сопровождающий процесс (интенсивность) которых есть кусочно-постоянный
случайный процесс с конечным (произвольным) числом состояний. Впервые
результаты исследований потоков второго типа были опубликованы практи-
чески одновременно в 1979 г. в работах [3–5]. В [3, 4] указанные потоки по-
лучили название MC (Markov Chain)-потоки, в [5] — MVP (Markov Versatile
Processes)-потоки. В [6, 7] описанные выше потоки названы MAP (Markovian
Arrival Process)-потоками. Основным свойством введенных потоков является
их коррелированность. Подчеркнем, что MAP (MC)-потоки являются наибо-
лее подходящей математической моделью коррелированных потоков запросов
в реальных телекоммуникационных системах и сетях [8].

В монографии [8], в своем роде единственной в мировой литературе, приве-
дено систематизированное изложение СМО и СеМО с коррелированными по-
токами. В [8] подчеркивается, что аналитическое исследование СМО и СеМО
с коррелированными потоками — достаточно затруднительный процесс, тем
более нахождение характеристик СМО и СеМО в явном виде представляет
собой сложную задачу, порой неразрешимую.

В настоящей статье проводится аналитическое исследование однолинейной
СМО с ожиданием, входящим классическим MAP-потоком запросов с двумя
состояниями [6, 7] и экспоненциальным обслуживанием.

Для стационарного режима функционирования СМО выводятся явные
аналитические формулы для вероятности простоя обслуживающего прибо-
ра, средней длины очереди и среднего числа запросов в системе.

Отметим, что исследования, связанные с анализом СМО и СеМО с вхо-
дящими MAP-потоками запросов, проводятся с 90-х гг. прошлого века до на-
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стоящего времени. В частности, авторами настоящей статьи решены задачи
по оценке состояний и параметров MAP-потока запросов в условиях его пол-
ной наблюдаемости, а также в условиях его неполной наблюдаемости (при
наличии мертвого времени). По этому поводу здесь приводятся некоторые
ссылки на публикации авторов [9–14].

Кроме того, отличие рассматриваемой системы от систем, функционирую-
щих в синхронной случайной среде, состоит в том, что в синхронной сре-
де рассматриваются синхронные потоки, у которых состояние управляюще-
го процесса (сопровождающего процесса) изменяется в случайные моменты
времени, являющиеся моментами наступления событий. Таким образом, син-
хронная случайная среда всегда предполагает отличную от нуля вероятность
смены состояний управляющего процесса в момент наступления событий син-
хронного потока, в противоположность MAP-потоку: вероятность появления
события потока в момент изменения состояния управляющего процесса мо-
жет равняться нулю (если вероятность всегда равна единице, то имеет место
синхронный поток). Таким образом, рассматриваемая в настоящей статье ма-
тематическая модель случайной среды представляет собой обобщение мате-
матической модели синхронной случайной среды, в чем и состоит новизна
проведенного исследования.

Эволюцию от простейшего потока к современным математическим моде-
лям информационных потоков в телекоммуникационных системах и сетях —
к моделям коррелированных потоков, в частности к MAP-потоку — можно
проследить в упомянутой монографии [8], где, кроме того, приводится об-
ширная библиография по исследуемой области моделей СМО и СеМО. Из
последних работ по данной тематике отметим статью [15]. Подчеркнем, что
общим для работ, в которых исследуются СМО и СеМО с входящим MAP-по-
током запросов, является проводимый в них численный анализ систем и се-
тей обслуживания. В настоящей статье продолжаются исследования, начатые
в [16].

2. Математическая модель системы. Постановка задачи

Изучается однолинейная СМО с ожиданием. На вход обслуживающего
прибора поступает MAP-поток событий (запросов, сообщений и т.д.), сопро-
вождающий процесс λ(t) которого есть кусочно-постоянный случайный про-
цесс с двумя состояниями — S1 и S2. Будем говорить, что если λ(t) = λi, то
имеет место i-е состояние (Si) процесса λ(t) (потока), i = 1, 2, λ1 > λ2 > 0.
Длительность пребывания процесса λ(t) в состоянии Si есть случайная ве-
личина с экспоненциальной функцией распределения Fi(t) = 1− exp{−λit},
t � 0, i = 1, 2.

В момент окончания i-го состояния потока (процесса λ(t)) возможны сле-
дующие мгновенные изменения состояния системы: 1) наступает событие по-
тока, и процесс λ(t) переходит из состояния Si в состояние Sj ; совместная
вероятность описанной ситуации есть P1(λj |λi), i, j = 1, 2; 2) не наступает
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событие потока, и процесс λ(t) переходит из состояния Si в состояние Sj;
совместная вероятность этой ситуации есть P0(λj |λi), i, j = 1, 2; i �= j. При
этом P0(λj |λi) + P1(λj|λi) + P1(λi|λi) = 1, i, j = 1, 2, i �= j. Здесь первично на-
ступление события в состоянии Si, а затем переход из состояния потока Si
в состояние Sj с вероятностью P1(λj |λi), либо первично ненаступление собы-
тия в состоянии Si, а затем переход из состояния потока Si в состояние Sj
с вероятностью P0(λj |λi).

Рассматривается стационарный режим функционирования СМО. В сде-
ланных предпосылках λ(t) — сопровождающий стационарный кусочно-по-
стоянный транзитивный марковский процесс с двумя состояниями S1 и S2.
Если процесс λ(t) находится в состоянии Si, то длительность обслуживания
сообщения на обслуживающем приборе распределена по экспоненциальному
закону F (i)(τ) = 1− exp{−μiτ}, τ � 0, с интенсивностью μi (μi > 0), i = 1, 2.

Зам е ч а ни е 1. Сопровождающий случайный процесс λ(t) для MAP-по-
тока не совпадает с интенсивностью потока, так как в состоянии S1 значение
интенсивности потока есть λ1[1− P0(λ2|λ1)], в состоянии S2 соответственно
λ2[1− P0(λ1|λ2)]. Тогда средняя интенсивность MAP-потока равна [17]

λ = λ1[1− P0(λ2|λ1)]π1 + λ2[1− P0(λ1|λ2)]π2,

π1 =
λ2[1− P1(λ2|λ2)]

λ1[1− P1(λ1|λ1)] + λ2[1− P1(λ2|λ2)] ,

π2 =
λ1[1− P1(λ1|λ1)]

λ1[1− P1(λ1|λ1)] + λ2[1− P1(λ2|λ2)] ,

(1)

где π1, π2 — априорные вероятности состояний S1, S2 процесса λ(t) (потока)
в стационарном режиме.

Пусть: τk = tk+1 − tk, k = 1, 2, . . . , — значение длительности k-го интерва-
ла между моментами наступления запросов потока tk и tk+1 (τk � 0). Так
как рассматривается стационарный режим, то плотность вероятности значе-
ний длительности k-го интервала равна p(τk) = p(τ), τ � 0, для любого k � 1.
Тогда момент времени tk без потери общности полагается равным нулю, т.е.
момент наступления запроса есть τ = 0. В [11] получено явное выражение
для плотности вероятности p(τ):

p(τ) = γz1e
−z1τ + (1− γ)z2e

−z2τ , τ � 0,

γ = {z2 − λ1π1(0)[1 − P0(λ2|λ1)]− λ2π2(0)[1 − P0(λ1|λ2)]} (z2 − z1)
−1,

z1,2 =
[
(λ1 + λ2)∓

√
(λ1 − λ2)2 + 4λ1λ2P0(λ1|λ2)P0(λ2|λ1)

]
/2,(2)

π1(0) =
P1(λ1|λ2) + P1(λ1|λ1)P0(λ1|λ2)

P1(λ1|λ2) + P1(λ2|λ1) + P1(λ1|λ1)P0(λ1|λ2) + P1(λ2|λ2)P0(λ2|λ1) ,

π2(0) = 1− π1(0).
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В (2) πi(0) — стационарная вероятность того, что процесс λ(τ) в мо-
мент времени τ = 0 (в момент наступления запроса MAP-потока) находит-
ся в состоянии Si, i = 1, 2; z1, z2 — корни характеристического уравнения
z2 − (λ1 + λ2)z + λ1λ2[1− P0(λ1|λ2)P0(λ2|λ1)] = 0, при этом из (2) следует,
что 0 < z1 < z2, γ — величина, зависящая от параметров потока.

Рассмотрим два смежных интервала (tk, tk+1), (tk+1, tk+2), значения дли-
тельностей которых есть τk = tk+1 − tk, τk+1 = tk+2 − tk+1 соответственно; их
местоположение на временной оси в силу стационарности потока произволь-
но. Тогда, полагая k = 1, будем рассматривать два интервала (t1, t2), (t2, t3) со
значениями длительностей τ1 = t2 − t1, τ2 = t3 − t2; τ1 � 0, τ2 � 0. При этом
τ1 = 0 соответствует моменту t1 наступления запроса потока; τ2 = 0 соответ-
ствует моменту t2 наступления следующего запроса потока. Совместная плот-
ность вероятности при этом есть [11, 13]

p(τ1, τ2) = p(τ1)p(τ2) + γ(1− γ)×

×P1(λ1|λ1)P1(λ2|λ2)− P1(λ1|λ2)P1(λ2|λ1)
1− P0(λ1|λ2)P0(λ2|λ1) ×

× (
z1e

−z1τ1 − z2e
−z2τ1) (z1e−z1τ2 − z2e

−z2τ2) , τ1 � 0, τ2 � 0,

(3)

где z1, z2, p(τk) определены в (2) для τ = τk, k = 1, 2.
Из (3) следует, что в общем случае MAP-поток является коррелирован-

ным потоком; только в частных случаях он переходит в рекуррентный либо
вырождается в простейший.

Частный случай 1: P1(λ1|λ1)P1(λ2|λ2)− P1(λ1|λ2)P1(λ2|λ1) = 0 — рекур-
рентный MAP-поток запросов с двумя состояниями. При этом p(τ) выража-
ется формулой (2), где γ = [z2 − λ1P1(λ1|λ1)− λ2P1(λ2|λ2)](z2 − z1)

−1.
Из (3) получаем p(τ1, τ2) = p(τ1)p(τ2). Так как моменты наступления за-

просов в потоке t1, . . . , tk порождают вложенную цепь Маркова {λ(tk)}, то
можно показать, что для произвольного k, k � 2, p(τ1, . . . , τk) = p(τ1) . . . p(τk).

Произведение γ(1− γ) из (3) представимо в виде

γ(1− γ) =
z1z2

(z2 − z1)2
{λ1[1− P0(λ2|λ1)]− λ2[1− P0(λ1|λ2)]} ×

× {π1(0)λ1[1− P1(λ1|λ1)]− π2(0)λ2[1− P1(λ2|λ2)]} ×(4)

× {λ1λ2[1− P0(λ2|λ1)][1− P1(λ2|λ2)] + λ1λ2[1− P0(λ1|λ2)][1− P1(λ1|λ1)]}−1.

Из (4) вытекают частные случаи 2 и 3.
Частный случай 2: λ1[1− P0(λ2|λ1)]− λ2[1− P0(λ1|λ2)] = 0 — простейший

поток с параметром z1. Из (2) находим z1 = λ1[1− P0(λ2|λ1)], γ = 1; p(τ) =
= z1e

−z1τ , τ � 0.
Частный случай 3: π1(0)λ1[1− P1(λ1|λ1)]− π2(0)λ2[1− P1(λ2|λ2)] = 0 —

простейший поток с параметром z1. Из (2) находим z1 = λ2[P1(λ2|λ1)+
+P1(λ2|λ2)P0(λ2|λ1)], γ = 1; p(τ) = z1e

−z1τ , τ � 0.
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Рис. 1. Стохастический граф переходов процесса λ(t) из состояния в состояние.

Задача анализа изучаемой СМО заключается в нахождении явного ана-
литического вида числовых характеристик системы: а) вероятности простоя
обслуживающего прибора, б) среднего числа запросов в очереди, в) среднего
числа запросов в системе.

Пусть i(t) число запросов в очереди в произвольный момент времени t
(i(t) = 0, 1, . . .). Так как входящий MAP-поток является коррелированным, то
случайный процесс i(t) не является марковским. Для того чтобы построить
марковский процесс, необходимо учесть состояние входящего MAP-потока.
Последнее обеспечивается введением дополнительной переменной j(t) — со-
стояния входящего MAP-потока (состояния сопровождающего процесса λ(t)
в произвольный момент времени t), j(t) = 1, 2. Если j(t) = 1, то λ(t) = λ1;
если j(t) = 2, то λ(t) = λ2, что обеспечивает марковость двумерного процес-
са (i(t), j(t)).

Зам е ч а ни е 2. В силу того, что интенсивность обслуживания обслужи-
вающим прибором в состоянии Sj есть μj (μj > 0), j = 1, 2, то компонента j(t)
двумерного марковского процесса (i(t), j(t)) должна быть наблюдаемой так
же, как наблюдаема компонента i(t). Тогда сопровождающий процесс λ(t),
который в общем случае является ненаблюдаемым, нужно рассматривать в
виде наблюдаемого процесса, управляющего сменой состояний MAP-потока
запросов.

Обозначим состояние системы (в силу того, что рассматривается стацио-
нарный режим ее функционирования) как (i, j), i = 0, 1, . . . , j = 1, 2. Здесь
возможны еще два состояния (−1, 1) и (−1, 2), при которых запросы в систе-
ме отсутствуют (длина очереди равна нулю и обслуживающий прибор про-
стаивает).

Сделанные выше предпосылки дают возможность представления матема-
тической модели изучаемой СМО в виде связного стохастического графа [18],
представленного на рис. 1. Здесь вершинам графа соответствуют состояния
СМО; каждой дуге графа поставлены в соответствие инфинитезимальные
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характеристики (интенсивности переходов из состояния в состояние), при-
чем петли в каждом состоянии опущены; каждая вершина графа (каждое
состояние) достижима и возвратна.

3. Вывод числовых характеристик системы

Обозначим через P (i, 1), P (i, 2) стационарные (финальные) вероятности
состояний системы (i = −1, 0, . . .). Для сечений стохастического графа Gi1 =
= {(i − 1, 1; i, 1), (i, 1; i − 1, 1), (i, 1; i + 1, 1), (i + 1, 1; i, 1), (i, 1; i, 2), (i, 2; i, 1),
(i − 1, 2; i, 1), (i, 1; i + 1, 2)}, Gi2 = {(i − 1, 2; i, 2), (i, 2; i − 1, 2), (i, 2; i + 1, 2),
(i+ 1, 2; i, 2), (i, 2; i, 1), (i, 1; i, 2), (i − 1, 1; i, 2), (i, 2; i + 1, 1)}, i = 0, 1, . . . , спра-
ведлива бесконечная система разностных уравнений с постоянными коэффи-
циентами:

μ1P (i+ 1, 1) − (λ1 + μ1)P (i, 1) + λ1P1(λ1|λ1)P (i− 1, 1) +

+ λ2P0(λ1|λ2)P (i, 2) + λ2P1(λ1|λ2)P (i − 1, 2) = 0,

μ2P (i+ 1, 2) − (λ2 + μ2)P (i, 2) + λ2P1(λ2|λ2)P (i− 1, 2) +

+ λ1P0(λ2|λ1)P (i, 1) + λ1P1(λ2|λ1)P (i− 1, 1) = 0, i = 0, 1, . . . .

(5)

Решение системы (5) ищется в виде P (i, 1) = ξi, P (i, 2) = Cξi (i = 0, 1, . . .).
При этом характеристическое уравнение для (5) выпишется в виде

(ξ − 1)
{
μ1μ2ξ

3 − [λ1μ2 + μ1(λ2 + μ2)]ξ
2 +

+ [λ1λ2 + λ1μ2P1(λ1|λ1) + λ2μ1P1(λ2|λ2)− λ1λ2P0(λ1|λ2)P0(λ2|λ1)]ξ −
− λ1λ2[P (λ1|λ1)P1(λ2|λ2)− P1(λ1|λ2)P1(λ2|λ1)]

}
= 0.

(6)

Рассмотрим условия существования стационарного режима функци-
онирования СМО (условия существования вероятностей P (i, 1), P (i, 2),
i = −1, 0, . . .). Математическое ожидание случайной величины τ — длитель-
ности интервала между соседними событиями в MAP-потоке запросов —
определится в виде

E(τ ) =

∞∫

0

τp(τ)dτ,(7)

где плотность p(τ) задана в (2). Подставляя ее в (7), находим E(τ ) = [γz2 +
+(1− γ)z1]/z1z2. Тогда среднее число запросов во входящем коррелирован-
ном MAP-потоке в единицу времени запишется в виде λ = 1/E(τ ) = λ1[1−
−P0(λ2|λ1)]π1 + λ2[1− P0(λ1|λ2)]π2, что совпадает с (1). С другой стороны,
математическое ожидание числа обслуженных в единицу времени запросов
есть μ = μ1π1 + μ2π2.
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Рассмотрим ситуацию, когда λ = μ, или (μ1 − λ1[1− P0(λ2|λ1)])π1 +
+(μ2 − λ2[1− P0(λ1|λ2)])π2 = 0. Из последнего соотношения следует, что
равенство нулю возможно только в случае, когда μ1 = λ1[1− P0(λ2|λ1)],
μ2 = λ2[1− P0(λ1|λ2)]. Подставляя эти выражения для μ1 и μ2 в (6), нахо-
дим характеристическое уравнение для рассматриваемой ситуации:

λ1λ2(ξ − 1)2
{
[1− P0(λ1|λ2)][1− P0(λ2|λ1)]ξ2 −

− [2− P0(λ1|λ2)− P0(λ2|λ1)]ξ +

+ [P1(λ1|λ1)P1(λ2|λ2)− P1(λ1|λ2)P1(λ2|λ1)]
}
= 0.

(8)

Так как характеристическое уравнение (8) имеет кратные корни, то общее
решение системы (5), в которой μ1 = λ1[1− P0(λ2|λ1)], μ2 = λ2[1− P0(λ1|λ2)],
выразится в виде

P (i, 1) = D1ξ
i
1 +D2iξ

i
2 +D3ξ

i
3 +D4ξ

i
4,

P (i, 2) = B1D1ξ
i
1 +B2D2iξ

i
2 +B3D3ξ

i
3 +B4D4ξ

i
4, i = 0, 1, . . . .

(9)

В (9) Ps(i, 1) = Dsξ
i
s; Ps(i, 2) = BsDsξ

i
s — частные решения системы (5);

Bs, Ds — константы, определяемые из граничных условий, s = 1, 4, ξ1 =
= ξ2 = 1,

ξ3,4 =

{
[2− P0(λ1|λ2)− P0(λ2|λ1)]∓

∓
(
[2− P0(λ1|λ2)− P0(λ2|λ1)]2 − 4[1− P0(λ1|λ2)][1− P0(λ2|λ1)]b

) 1
2

}
×

×
{
2[1− P0(λ1|λ2)][1− P0(λ2|λ1)]

}−1
,

b = P1(λ1|λ1)P1(λ2|λ2)− P1(λ1|λ2)P1(λ2|λ1).

(10)

Здесь возможны три случая: b > 0, b < 0, b = 0.
Рассмотрим случай b > 0. Тогда из (10) следует 0 < ξ3 < 1 < ξ4. Посколь-

ку P (i, 1), P (i, 2) — вероятности, то для них должно выполняться условие
нормировки

∞∑
i=−1

P (i, 1) +
∞∑

i=−1

P (i, 2) = 1.

Необходимым условием выполнения последнего равенства является выпол-
нение предельных соотношений: limP (i, 1) = 0, limP (i, 2) = 0 при i→ ∞.

В противном случае ряды
∞∑

i=−1
P (i, 1),

∞∑
i=−1

P (i, 2) будут расходящимися.

С учетом сказанного общее решение (9), в котором D1 = D2 = D4 = 0, при-
нимает вид

P (i, 1) = D3ξ
i
3, P (i, 2) = B3D3ξ

i
3, i = 0, 1, . . . .(11)
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Найдем константу B3. Подставим (11) в первое уравнение системы (5), в
котором μ1 = λ1[1− P0(λ2|λ1)], μ2 = λ2[1− P0(λ1|λ2)]. После достаточно тру-
доемких преобразований находим B3 < 0. Тогда из (11) следует, что D3 < 0.
Неравенство D3 < 0 приводит к противоречию: P (i, 1) < 0, i � 0; P (i, 2) > 0,
i � 0. Если положить D3 = 0, то P (i, 1) = P (i, 2) = 0, i � 0, т.е. противоречие
устраняется. Отсюда следует, что при λ = μ финальное распределение P (i, 1),
P (i, 2), i � 0, не существует и тем более не существует при λ > μ.

Изучим ситуацию λ < μ. С учетом (6) общее решение системы (5) прини-
мает вид

P (i, 1) = A1ξ
i
1 +A2ξ

i
2 +A3ξ

i
3 +A4ξ

i
4,

P (i, 2) = C1A1ξ
i
1 + C2A2ξ

i
2 + C3A3ξ

i
3 + C4A4ξ

i
4, i = 0, 1, . . . ,

(12)

где Ps(i, 1) = Asξ
i
s; Ps(i, 2) = CsAsξ

i
s — частные решения системы (5); Cs, As —

константы, находящиеся из граничных условий, s = 1, 4; ξ4 = 1; ξ1, ξ2, ξ3 —
корни кубического уравнения из (6), являющиеся вещественными и положи-
тельными: 0 < ξ1 < ξ2 < 1 < ξ3. При этом необходимо выполнение предель-
ных соотношений limP (i, 1) = limP (i, 2) = 0 при i→ ∞. Откуда следует, что
A3 = A4 = 0. Тогда общее решение (12) выразится в виде

P (i, 1) = A1ξ
i
1 +A2ξ

i
2,

P (i, 2) = C1A1ξ
i
1 + C2A2ξ

i
2, i = 0, 1, . . . .

(13)

Подставив частное решение Ps(i, 1) = Asξ
i
s, Ps(i, 2) = CsAsξ

i
s, i = 0, 1, . . . ,

в первое уравнение системы (5) сначала для s = 1, затем для s = 2, получаем
константу Cs в виде

Cs = −μ1ξ
2
s − (λ1 + μ1)ξs + λ1P1(λ1|λ1)
λ2[P0(λ1|λ2)ξs + P1(λ1|λ2)] , s = 1, 2.(14)

Для нахождения величин Ai, i = 1, 2, и вероятностей P (−1, 1), P (−1, 2)
привлекаются граничные уравнения и условие нормировки. Сечения стоха-
стического графа

G−1,1 = {(−1, 1; 0, 1), (0, 1;−1, 1), (−1, 1; 0, 2), (−1, 1;−1, 2), (−1, 2;−1, 1)},
G−1,2 = {(−1, 2; 0, 2), (0, 2;−1, 2), (−1, 2; 0, 1), (−1, 2;−1, 1), (−1, 1;−1, 2)},
G = {(i, 1; i + 1, 2), (i, 1; i, 2), (i, 2; i + 1, 1), (i, 2; i, 1), i = −1, 0, 1, . . .}

соответственно определяют граничные уравнения:

μ1P (0, 1) − λ1P (−1, 1) + λ2P0(λ1|λ2)P (−1, 2) = 0,

μ2P (0, 2) − λ2P (−1, 2) + λ1P0(λ2|λ1)P (−1, 1) = 0,

λ1[1− P1(λ1|λ1)]
∞∑

i=−1

P (i, 1) − λ2[1− P1(λ2|λ2)]
∞∑

i=−1

P (i, 2) = 0.

(15)
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Присоединяя к (15) условие нормировки

P (−1, 1) + P (−1, 2) +
∞∑
i=0

[P (i, 1) + P (i, 2)] = 1,

с учетом (13) получаем систему уравнений для нахождения неизвестных Ai,
i = 1, 2, P (−1, 1), P (−1, 2). Решая (15), находим

P (−1, 1) = a11A1 + a12A2, P (−1, 2) = a21A1 + a22A2,(16)

A1 =

= (1− ξ1) π1[C2 + a22(1− ξ2)]− π2[1 + a12(1− ξ2)]

[1+a11(1− ξ1)][C2+a22(1− ξ2)]− [1+a12(1− ξ2)][C1+a21(1− ξ1)] ,

A2 =

=−(1− ξ2) π1[C1 + a21(1− ξ1)]− π2[1 + a11(1− ξ1)]

[1+a11(1− ξ1)][C2+a22(1− ξ2)]− [1+a12(1− ξ2)][C1+a21(1− ξ1)] ,

a11 =
μ1 + μ2P0(λ1|λ2)C1

λ1[1− P0(λ1|λ2)P0(λ2|λ1)] , a12 =
μ1 + μ2P0(λ1|λ2)C2

λ1[1− P0(λ1|λ2)P0(λ2|λ1)] ,

a21 =
μ2C1 + μ1P0(λ2|λ1)

λ2[1− P0(λ1|λ2)P0(λ2|λ1)] , a22 =
μ2C2 + μ1P0(λ2|λ1)

λ2[1− P0(λ1|λ2)P0(λ2|λ1)] .

Величины C1, C2 определены в (14); вероятности π1, π2 — в (1); ξ1, ξ2 — корни
кубического уравнения в (6) (0 < ξ1 < ξ2 < 1).

Формулы (13), (16) позволяют найти явные выражения для числовых ха-
рактеристик системы: P (−1) — вероятность простоя обслуживающего при-
бора; E(I) — средняя длина очереди; E(I + 1) — среднее число запросов в
системе, где I – случайная величина длины очереди в СМО.

P (−1) = (a11 + a21)A1 + (a12 + a22)A2,

E(I) = A1(1 + C1)
ξ1

(1− ξ1)2
+A2(1 + C2)

ξ2
(1 − ξ2)2

,

E(I + 1) =
A1(1 + C1)

(1− ξ1)2
+
A2(1 + C2)

(1− ξ2)2
,

(17)

где C1, C2 определены в (14); A1, A2, a11, a21, a12, a22 — в (16); ξ1, ξ2 — корни
кубического уравнения в (6) (0 < ξ1 < ξ2 < 1).

Приведенные здесь и ниже исходные данные для расчета числовых харак-
теристик (17) выбраны таким образом, чтобы показать, насколько поведение
последних соответствует физическим представлениям о процессе обслужива-
ния в изучаемой СМО.
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Таблица 1. Зависимость вероятности простоя P (−1) от λ1 для b > 0

P1(λ1|λ2)
λ1 2 4 6 8 10 11

1/4 0,780 0,718 0,680 0,651 0,627 0,616

1/6 0,787 0,728 0,693 0,667 0,645 0,636

1/8 0,790 0,734 0,700 0,675 0,654 0,645

1/10 0,792 0,737 0,704 0,679 0,659 0,651

1/12 0,794 0,739 0,706 0,682 0,663 0,655

1/13 0,794 0,739 0,707 0,684 0,664 0,656

Таблица 2. Зависимость средней длины очереди E(I) от λ1 для b > 0

P1(λ1|λ2)
λ1 2 4 6 8 10 11

1/4 0,052 0,097 0,145 0,196 0,249 0,276

1/6 0,047 0,085 0,125 0,167 0,209 0,231

1/8 0,045 0,080 0,116 0,153 0,191 0,210

1/10 0,043 0,076 0,110 0,145 0,180 0,198

1/12 0,042 0,074 0,106 0,140 0,173 0,190

1/13 0,042 0,073 0,105 0,138 0,171 0,187

Таблица 3. Зависимость среднего числа запросов в системе E(I + 1)
от λ1 для b > 0

P1(λ1|λ2)
λ1 2 4 6 8 10 11

1/4 0,272 0,379 0,465 0,545 0,622 0,659

1/6 0,260 0,357 0,432 0,500 0,564 0,595

1/8 0,254 0,346 0,416 0,478 0,537 0,565

1/10 0,251 0,340 0,406 0,466 0,521 0,547

1/12 0,249 0,335 0,400 0,457 0,510 0,536

1/13 0,248 0,334 0,398 0,454 0,506 0,531

В табл. 1–3 приведены зависимости характеристик P (−1), E(I), E(I + 1)
от параметра λ1 (λ1 = 2, 4, . . . , 10, 11) при фиксированных значениях парамет-
ров λ2 = 1, μ1 = 12, μ2 = 2; P1(λ1|λ1) = P1(λ2|λ1) = P0(λ2|λ1) = P1(λ2|λ2) = 1

3

для b > 0 и P1(λ1|λ2) = 1
4 (P0(λ1|λ2) = 5

12); P1(λ1|λ2) = 1
6 (P0(λ1|λ2) = 1

2);
P1(λ1|λ2) = 1

8 (P0(λ1|λ2) = 13
24 ); P1(λ1|λ2) = 1

10 (P0(λ1|λ2) = 17
30 ); P1(λ1|λ2) = 1

12

(P0(λ1|λ2) = 7
12); P1(λ1|λ2) = 1

13 (P0(λ1|λ2) = 23
39 ), вычисленные по форму-

лам (17).
Поведение отмеченных числовых характеристик (17) в зависимости от па-

раметра λ1 при b > 0 соответствует физическим представлениям о процессе
обслуживания в изучаемой однолинейной СМО с входящим коррелирован-
ным MAP-потоком запросов.
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Рис. 2. Зависимость вероятности простоя P (−1) от λ1 для b > 0.

P1(�1 | �2) = 1/4 P1(�1 | �2) = 1/6 P1(�1 | �2) = 1/8

P1(�1 | �2) = 1/10 P1(�1 | �2) = 1/13

E(I)
0,28

0,22

0,16

0,10

0,04

�1

2 4 6 8 10 12

Рис. 3. Зависимость средней длины очереди E(I) от λ1 для b > 0.

P1(�1 | �2) = 1/4 P1(�1 | �2) = 1/6 P1(�1 | �2) = 1/8

P1(�1 | �2) = 1/10 P1(�1 | �2) = 1/13

E(I + 1)

0,64
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Рис. 4. Зависимость среднего числа запросов в системе E(I + 1) от λ1 для b > 0.

На рис. 2–4 приведены графики числовых характеристик (17), построен-
ные для численных значений табл. 1–3 соответственно.

Рассмотрим случай b < 0. В первую очередь изучим вопрос о существова-
нии стационарного режима, т.е. ситуацию, когда λ = μ. Тогда из (10) следует,
что ξ3 < 0, ξ4 > 1 и, аналогично случаю b > 0, общее решение системы выпи-
шется в виде (11). Так как ξ3 < 0, то этот факт влечет за собой отрицатель-
ность вероятности P (i, 1) для i = 1, 3, . . . , что противоречит ее определению;
чтобы снять это противоречие, нужно положить D3 = 0: P (i, 1) = P (i, 2) = 0,
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Таблица 4. Зависимость вероятности простоя P (−1) от λ1 для b < 0

P1(λ2|λ2)
λ1 2 4 6 8 10 11

1/4 0,796 0,729 0,687 0,654 0,627 0,615
1/6 0,815 0,748 0,705 0,672 0,645 0,633

1/8 0,824 0,757 0,714 0,681 0,654 0,642

1/10 0,830 0,762 0,719 0,686 0,659 0,647

1/12 0,833 0,765 0,722 0,690 0,662 0,650

1/13 0,834 0,767 0,724 0,691 0,664 0,652

Таблица 5. Зависимость средней длины очереди E(I) от λ1 для b < 0

P1(λ2|λ2)
λ1 2 4 6 8 10 11

1/4 0,044 0,091 0,143 0,200 0,260 0,291

1/6 0,035 0,077 0,124 0,177 0,232 0,261

1/8 0,031 0,071 0,116 0,166 0,220 0,248

1/10 0,029 0,067 0,112 0,161 0,213 0,241

1/12 0,027 0,065 0,109 0,157 0,209 0,236

1/13 0,027 0,064 0,108 0,156 0,207 0,234

Таблица 6. Зависимость среднего числа запросов в системе E(I + 1)
от λ1 для b < 0

P1(λ2|λ2)
λ1 2 4 6 8 10 11

1/4 0,249 0,362 0,457 0,546 0,633 0,675

1/6 0,219 0,329 0,419 0,504 0,587 0,528

1/8 0,206 0,314 0,402 0,485 0,566 0,606

1/10 0,199 0,305 0,392 0,474 0,554 0,594

1/12 0,194 0,300 0,386 0,467 0,547 0,586

1/13 0,193 0,298 0,384 0,465 0,544 0,583

i � 0. Последнее означает, что для случая b < 0 финальное распределение
P (i, 1), P (i, 2), i � 0, не существует при λ = μ и тем более не существует при
λ > μ.

Изучим ситуацию λ < μ. С учетом (6) общее решение системы (5) выра-
зится в виде (12). Для рассматриваемого случая b < 0 имеет место ξ4 = 1;
ξ1, ξ2, ξ3 — корни кубического уравнения из (6), являющиеся вещественны-
ми: ξ1 < 0, 0 < ξ2 < 1 < ξ3. Отсюда следует, что константы A1, A3, A4 в (12)
полагаются равными нулю, при этом общее решение (12) выпишется в виде

P (i, 1) = A2ξ
i
2, P (i, 2) = C2A2ξ

i
2, i = 0, 1, . . . .(18)
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Рис. 5. Зависимость вероятности простоя P (−1) от λ1 для b < 0.
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Рис. 6. Зависимость средней длины очереди E(I) от λ1 для b < 0.

P1(�2 | �2) = 1/4 P1(�2 | �2) = 1/6 P1(�2 | �2) = 1/8
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E(I + 1)
0,68

0,58

0,48

0,38
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0,18
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Рис. 7. Зависимость среднего числа запросов в системе E(I + 1) от λ1 для b < 0.

В (18) константа C2 определена формулой (14) для s = 2. Для определе-
ния константы A2 и вероятностей P (−1, 1), P (−1, 2) нужно привлечь урав-
нения (15) и условие нормировки. Откуда находим

P (−1, 1) = a12A2; P (−1, 2) = a22A2;

A2 =
1− ξ2

1 + C2 + (a12 + a22)(1− ξ2)
,

(19)

C2 определена в (14) для s = 2; a12, a22 определены в (16); ξ2 — корень куби-
ческого уравнения в (6) (0 < ξ2 < 1).
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Формулы (18), (19) позволяют определить характеристики системы:

P (−1) = (a12 + a22)A2;

E(I) = A2ξ2
1 + C2

(1− ξ2)2
, E(I + 1) =

(1 + C2)A2

(1− ξ2)2
,

(20)

где C2 определена в (14) для s = 2; a12, a22 — в (16); A2 — в (19); ξ2 — корень
кубического уравнения в (6) (0 < ξ2 < 1).

В табл. 4–6 приведены зависимости характеристик P (−1), E(I), E(I + 1)
от параметра λ1 (λ1 = 2, 4, . . . , 10, 11) при фиксированных значениях парамет-
ров λ2 = 1, μ1 = 12, μ2 = 2; P1(λ1|λ1) = P1(λ2|λ1) = P0(λ2|λ1) = P1(λ1|λ2) = 1

3

для b < 0 и P1(λ2|λ2) = 1
4 (P0(λ1|λ2) = 5

12); P1(λ2|λ2) = 1
6 (P0(λ1|λ2) = 1

2);
P1(λ2|λ2) = 1

8 (P0(λ1|λ2) = 13
24 ); P1(λ2|λ2) = 1

10 (P0(λ1|λ2) = 17
30 ); P1(λ2|λ2) = 1

12

(P0(λ1|λ2) = 7
12); P1(λ2|λ2) = 1

13 (P0(λ1|λ2) = 23
39 ), вычисленные по форму-

лам (20).
На рис. 5–7 приведены графики числовых характеристик (20), построен-

ные для численных значений табл. 4–6 соответственно.
Поведение отмеченных числовых характеристик (20), как и в случае b > 0,

в зависимости от параметра λ1 при b < 0 соответствует физическим представ-
лениям о процессе обслуживания в изучаемой однолинейной СМО с входя-
щим коррелированным MAP-потоком запросов.

4. Частный случай. Рекуррентный MAP-поток запросов

Для изучаемого частного случая имеем b = 0, что влечет за собой, как
следует из (3), рекуррентность MAP-потока запросов. Сначала рассмот-
рим условия существования стационарных вероятностей P (i, 1), P (i, 2), i � 0.
По-прежнему рассмотрим ситуацию, когда λ = μ. Тогда характеристическое
уравнение (8) примет вид

λ1λ2(ξ − 1)2ξ
{
[1− P0(λ2|λ1)][1 − P0(λ1|λ2)]ξ −

− [2− P0(λ1|λ2)− P0(λ2|λ1)]
}
= 0,

(21)

при этом общее решение системы (5) выпишется в виде (9). Корни характе-
ристического уравнения (21) есть

ξ1 = ξ2 = 1, ξ3 = 0, ξ4 =
1

1− P0(λ1|λ2) +
1

1− P0(λ2|λ1) > 1.(22)

С учетом (22) в общем решении (9) нужно положить D1 = D2 = D4 = 0 и то-
гда получаем P (i, 1) = P (i, 2) = 0, i � 0. Последнее означает, что для случая
b = 0 и при λ = μ финальное распределение P (i, 1), P (i, 2), i � 0, не суще-
ствует и тем более не существует при λ > μ.
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Таблица 7. Зависимость вероятности простоя P (−1) от λ1 для b = 0

P1(λ1|λ1)
λ1 2 4 6 8 10 11

1/4 0,831 0,781 0,750 0,726 0,707 0,698

1/6 0,888 0,854 0,833 0,818 0,805 0,799

1/8 0,916 0,891 0,875 0,863 0,854 0,850

1/10 0,933 0,913 0,900 0,891 0,883 0,880

1/12 0,944 0,927 0,917 0,909 0,902 0,900

1/13 0,949 0,933 0,923 0,916 0,910 0,907

Таблица 8. Зависимость средней длины очереди E(I) от λ1 для b = 0

P1(λ1|λ1)
λ1 2 4 6 8 10 11

1/4 0,030 0,056 0,083 0,111 0,139 0,152

1/6 0,013 0,023 0,033 0,043 0,053 0,058

1/8 0,007 0,012 0,018 0,023 0,028 0,030

1/10 0,004 0,008 0,011 0,014 0,017 0,019

1/12 0,003 0,005 0,008 0,010 0,0129 0,013

1/13 0,002 0,005 0,006 0,008 0,010 0,011

Таблица 9. Зависимость среднего числа запросов в системе E(I + 1)
от λ1 для b = 0

P1(λ1|λ1)
λ1 2 4 6 8 10 11

1/4 0,199 0,275 0,333 0,385 0,432 0,454

1/6 0,124 0,169 0,200 0,226 0,248 0,259

1/8 0,091 0,122 0,143 0,160 0,174 0,181

1/10 0,071 0,095 0,111 0,124 0,134 0,139

1/12 0,059 0,078 0,091 0,101 0,109 0,113

1/13 0,054 0,072 0,083 0,092 0,100 0,103

Изучим ситуацию λ < μ. Характеристическое уравнение (6) для случая
b = 0 выпишется в виде

ξ(ξ − 1)
{
μ1μ2ξ

2 − [λ1μ2 + μ1(λ2 + μ2)]ξ +(23)

+ [λ1λ2 + λ1μ2P1(λ1|λ1) + λ2μ1P1(λ2|λ2)− λ1λ2P0(λ1|λ2)P0(λ2|λ1)]
}
= 0.

Корни характеристического уравнения (23) есть ξ3 = 0, ξ4 = 1,

ξ1,2 =

{
(λ1μ2 + λ2μ1 + μ1μ2)∓

[
(λ1μ2 + λ2μ1 + μ1μ2)

2 −

− 4μ1μ2(λ1λ2 + λ1μ2P1(λ1|λ1) + λ2μ1P1(λ2|λ2)−

− λ1λ2P0(λ1|λ2)P0(λ2|λ1))
] 1

2

}
/2μ1μ2,

(24)
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Рис. 8. Зависимость вероятности простоя P (−1) от λ1 для b = 0.
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Рис. 9. Зависимость средней длины очереди E(I) от λ1 для b = 0.
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Рис. 10. Зависимость среднего числа запросов в системе E(I + 1) от λ1 для b = 0.

0 < ξ1 < 1 < ξ2. С учетом (23) и (24) общее решение (12) системы (5) примет
вид

P (i, 1) = A1ξ
i
1, P (i, 2) = C1A1ξ

i
1, i = 0, 1, . . . .(25)

В (25) константа C1 определена в (14) для s = 1. Для определения констан-
ты A1 и вероятностей P (−1, 1), P (−1, 2) воспользуемся уравнениями (15) и
условием нормировки. Тогда находим

P (−1, 1) = a11A1; P (−1, 2) = a21A1;

A1 =
1− ξ1

1 + C1 + (a11 + a21)(1− ξ1)
,

(26)

C1 определена в (14) для s = 1; a21, a11 определены в (16); ξ1 — в (24).
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Формулы (25), (26) позволяют найти характеристики системы:

P (−1) = (a21 + a11)A1;

E(I) = A1ξ1
1 + C1

(1− ξ1)2
, E(I + 1) =

(1 + C1)A1

(1− ξ1)2
,

(27)

где C1 определена в (14) для s = 1; a21, a11 определены в (16); A1 — в (26);
ξ1 — в (24).

В табл. 7–9 приведены зависимости характеристик P (−1), E(I), E(I+1) от
параметра λ1 (λ1 = 2, 4, . . . , 10, 11) при фиксированных значениях парамет-
ров λ2 = 1, μ1 = 12, μ2 = 2 для b = 0 и (P1(λi|λi) = P1(λj |λi) = 1

4 ; P0(λ1|λ2) =
= P0 (λ2 |λ1) = 1

2); (P1 (λi |λi) = P1 (λj |λi) = 1
6 ; P0 (λ1 |λ2) = P0 (λ2 |λ1) = 2

3);
(P1(λi|λi) = P1(λj |λi) = 1

8 ; P0(λ1|λ2) = P0(λ2|λ1) = 3
4); (P1(λi|λi) = P1(λj |λi) =

= 1
10 ; P0 (λ1 |λ2) = P0 (λ2 |λ1) = 4

5); (P1 (λi |λi) = P1 (λj |λi) = 1
12 ; P0 (λ1 |λ2) =

= P0(λ2|λ1) = 5
6 ); (P1 (λi |λi) = P1 (λj |λi) = 1

13 ; P0 (λ1 |λ2) = P0 (λ2 |λ1) = 11
13);

i, j = 1, 2, i �= j, вычисленные по формулам (27).
Поведение отмеченных числовых характеристик, как и в случаях b > 0,

b < 0, в зависимости от параметра λ1 при b = 0 соответствует физическим
представлениям о процессе обслуживания в изучаемой однолинейной СМО с
входящим рекуррентным MAP-потоком запросов.

На рис. 8–10 приведены графики числовых характеристик (27), построен-
ные для численных значений табл. 7–9 соответственно.

5. Заключение

Поставленные во втором разделе статьи задачи анализа однолинейной
СМО с входящим коррелированным MAP-потоком запросов с двумя состоя-
ниями решены в полном объeме.

Подытожим полученные результаты и приведем итоговые формулы.
Случай b > 0. Стационарные вероятности P (i, 1), P (i, 2) определяются в

виде P (i, 1) = A1ξ
i
1 +A2ξ

i
2, P (i, 2) = C1A1ξ

i
1 + C2A2ξ

i
2, i = 0, 1, . . . , где кон-

станты Cs, s = 1, 2, определены формулой (14); ξ1, ξ2 (0 < ξ1 < ξ2 < 1) — кор-
ни кубического уравнения (6); вероятности P (−1, 1), P (−1, 2) и константы
A1, A2 определены формулами (16); числовые характеристики P (−1), E(I),
E(I + 1) — формулами (17).

Случай b < 0. Стационарные вероятности P (i, 1), P (i, 2) определяются в
виде P (i, 1) = A2ξ

i
2, P (i, 2) = C2A2ξ

i
2, i = 0, 1, . . . , где константа C2 определе-

на формулой (14) для s = 2; ξ2 (0 < ξ2 < 1) — корень кубического уравне-
ния (6); вероятности P (−1, 1), P (−1, 2) и константа A2 определены формула-
ми (19); числовые характеристики P (−1), E(I), E(I + 1) — формулами (20).

Случай b = 0. Стационарные вероятности P (i, 1), P (i, 2) определяются в
виде P (i, 1) = A1ξ

i
1, P (i, 2) = C1A1ξ

i
1, i = 0, 1, . . . , где константа C1 определе-

на формулой (14) для s = 1; ξ1 (0 < ξ1 < 1) — корень (24) характеристическо-
го уравнения (23); вероятности P (−1, 1), P (−1, 2) и константа A1 определены
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формулами (26); числовые характеристики P (−1), E(I), E(I + 1) — форму-
лами (27).

При выводе формул (17), (20), (27) привлечeны метод введения допол-
нительной переменной и метод диаграмм интенсивностей переходов (метод
сечений стохастического графа) [8]. Случай b = 0 приводит к вырождению
входящего коррелированного MAP-потока запросов в рекуррентный.

Аналитические формулы (17), (20), (27) позволяют без привлечения чис-
ленных методов находить значения числовых характеристик при заданных
параметрах MAP-потока запросов. Приведенные в статье графические зави-
симости числовых характеристик соответствуют физическим представлени-
ям о процессе обслуживания в изучаемой СМО.
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