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В апреле 2017 г. телескоп Горизонта событий получил образ сверхмассивной черной дыры в источнике 
Стрелец A*. Данный образ состоит из кольцеобразной структуры, которая содержит три области с по-
вышенной яркостью (пятнами). Если предположить, что эти пятна связаны со вспышками вблизи го-
ризонта событий черной дыры, то тогда можно оценить ее спин. Наша оценка дает значение порядка 
a ≈ 0.9. 
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1. ВВЕДЕНИЕ
В апреле 2017 г. телескоп Горизонта событий 

(ТГС) провел наблюдения сверхмассивной черной 
дыры (СМЧД) в радиоисточнике Стрелец A* в мил-
лиметровой области спектра на длине волны 
l = 1.3 мм [1]. ТГС разрешил компактный источник 
излучения с внутренней переменностью порядка 
часа [1]. Считается, что вокруг СМЧД вращается 
торообразное распределение двухтемпературной 
электрон-протонной плазмы [2], которое высвечи-
вает синхротронное излучение. Наблюдения указы-
вают, что миллиметровое излучение происходит из 
ближайшей окрестности черной дыры с расстояния 
несколько радиусов Шварцшильда [3]. В результате 
проведенных наблюдений был получен образ черной 
дыры, который содержит яркую кольцеобразную 
структуру, окружающую темное пятно — тень чер-
ной дыры [1]. Такая структура предсказывается об-
щей теорией относительности и имеет диаметр по-
рядка ~50 mas1 [1]. На кольцеобразной структуре 
отчетливо видны три области повышенной яркости 
(см. [1, рис. 3]) — яркие пятна, происхождение ко-
торых остается неясным. В данной работе сделано 
предположение, что яркие пятна связаны со вспы-
шечной активностью вблизи внутреннего края ак-
креционного диска СМЧД и ее отражении в фотон-
ных кольцах. При этом мы не вдаемся в детали кон-
кретного физического механизма, ответственного 
за вспышечную активность в аккреционном диске.

1  mas (micro arc second) — угловая микросекунда дуги.

Известно, что СМЧД в источнике Стрелец A* 

излучает во всем диапазоне длин волн от радио до 
гамма. Максимум светимости приходится на суб-
миллиметровую область спектра с плотностью по-
тока около 3 Янских [4]. Болометрическая свети-
мость приблизительно равна Lbol ~ 1035 эрг/c, что 
значительно ниже эддингтоновского предела. По-
мимо этого, во всем диапазоне от радио до гамма 
СМЧД проявляет вспышечную активность [5, 6, 7, 
8, 9]. Поток в рентгеновском диапазоне во время 
вспышки может меняться на два порядка величины, 
в инфракрасном диапазоне — в несколько раз, в 
миллиметровом диапазоне — на несколько десятков 
процентов. Продолжительность вспышек составляет 
от несколько минут до несколько месяцев. Здесь нас 
будут интересовать вспышки с характерной продол-
жительностью несколько часов. Такие вспышки 
соответствуют масштабу порядка несколько грави-
тационных радиусов, и расположены они в ближай-
шей окрестности СМЧД. Есть несколько моделей, 
которые способны объяснить физику вспышек. Это 
модели генерации вспышечной активности за счет 
разных видов неустойчивостей в аккреционном 
диске, из-за пересоединения магнитных силовых 
линий, вследствие образования и соударения сгуст-
ков плазмы, и др. [5].

В течение пяти ночей с 5 по 11 апреля 2017 г. ТГС 
проводил наблюдения источника Стрелец A* (см. 
[1, гл. 3]). Параллельно проводились инфракрасные 
и рентгеновские наблюдения, близкие по времени 
с наблюдениями ТГС для подтверждения вспышеч-
ной активности (см. [1, гл. 4]). Благодаря этому была 

 



подтверждена рентгеновская вспышка, зарегистри-
рованная 11 апреля. Рентгеновские наблюдения 6 и 
7 апреля не выявили вспышечной активности [1]. 
Между тем наблюдения на длине волны l = 1.3 мм 
на радиотелескопах ALMA и SMA, проведенные 7 
апреля, показали, что суммарная плотность потока 
менялась до 13% (см. [1, рис. 2]). Из этого рисунка 
явно просматривается вспышечная активность про-
должительностью несколько часов. В работе [10] 

был проведен анализ наблюдений, проведенных на 
ТГС, и было показано, что доля переменности в те-
чение всех дней наблюдений составляет в среднем 
9% с вариациями 4–13%. Таким образом, можно 
предположить, что во время проведенных наблюде-
ний наблюдалась вспышечная активность, и три 
ярких пятна на кольцеобразной структуре непосред-
ственно связаны со вспышечной активностью 
СМЧД. Если это действительно так, то, согласно 

Рис. 1. Вспышка в аккреционном диске СМЧД и ее отражение в первых трех фотонных кольцах.

Рис. 2. Восстановленный РСДБ-образ продолжитель-
ной вспышки в аккреционном диске и ее отражения 
в первых двух фотонных кольцах с учетом ограни-
чений РСДБ-сети ngEHT.

Рис. 3. Образ СМЧД в Cтрельце A*, наблюдаемый 
ТГС [1]. Прямые линии соединяют положение вспы-
шек в диске и в первом и во втором фотонном кольце, 
образуя угол, который зависит только от спина черной 
дыры.
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работе [11], можно оценить спин СМЧД по вспыш-
кам в образе, что и делается в данной работе.

В более ранних работах уже делались оценки 
спина СМЧД в источнике Стрелец A*. Так, в работе 
[12] по квазипериодическим осцилляциям была 
получена оценка, равная a ≈ 0.44. В другой работе 
[13] автор получил оценку спина, равную a ≈ 0.65. 
В работе [2] по поляризации миллиметрового излу-
чения была получена оценка a ≈ 0.6.

В данных работах принимаются следующие па-
раметры СМЧД в источнике Стрелец A*: масса при-
близительно равна M ≈ 4 × 106M [1], где M — масса 
Солнца, расстояние до него — R ≈ 8.2 кпк. Характер-
ное динамическое время оценивается величиной 
tdyn = GM/c3 ≈ 20 с. Характерное время, за которое 
фотон облетит СМЧД по неустойчивой орбите в слу-
чае невращающейся черной дыры, равно tph = 
= 2p3GM/c3 ≈ 370 с.

2. МОДЕЛЬ ВСПЫШЕК
Предположим, что в ближайшей окрестности 

СМЧД произошла компактная вспышка в милли-
метровой области спектра с продолжительностью 
t  >> tph [11]. Тогда наблюдатель увидит суперпозицию 
вспышек в аккреционном диске и их эха в фотонных 
кольцах. Другими словами, каждая вспышка вблизи 
СМЧД будет отображаться на экране наблюдателя 
в виде последовательности нескольких одновре-
менных вспышек. Возможное расположение вспы-
шек показано слева на рис. 1. Расположение вспы-
шек в фотонных кольцах зависит только от спина 
черной дыры и угла наклона наблюдателя к ее оси 
вращения, и не зависит от массы черной дыры. Если 
бы черная дыра не вращалась, т.е. описывалась бы 
метрикой Шварцшильда, то и вспышка в аккреци-
онном диске и все ее отражения в фотонных коль-
цах располагались бы на одной прямой. В этом 
случае угол между вспышками составлял бы 180°. 
В случае вращающейся черной дыры, задаваемой 
метрикой Керра, изображения вспышек в фотонных 
кольцах перестают располагаться на одной прямой 
и угол между ними определяется параметром вра-
щения черной дыры (спином). На правой панели 
рис. 1 показана геометрическая форма вспышки и 
ее отражение в фотонных кольцах (для случая вра-
щающейся черной дыры с параметром вращения 
близким к a ≈ 1). Предполагается, что изначальной 
формой вспышки в аккреционном диске является 
круг.

Продолжительная субмиллиметровая вспышка 
на РСДБ-образе будет представлять из себя супер-
позицию вспышки в аккреционном диске и в фо-

тонных кольцах. Пример такой вспышки показан 
на рис. 2 в предположении, что яркость в фотонном 
кольце составляет одну десятую от яркости преды-
дущего фотонного кольца [14]. Здесь показан РСДБ-
образ вспышки в аккреционном диске и два эха 
в двух первых фотонных кольцах. По относитель-
ному положению вспышек в образе можно опреде-
лить спин черной дыры. Линии помечают угол 
между направлением от вспышки в аккреционном 
диске к вспышке в первом фотонном кольце и на-
правлением от вспышки в первом фотонном кольце 
к вспышке во втором фотонном кольце. Данный 
угол зависит только от спина черной дыры и угла 
наклона наблюдателя к оси вращения черной дыры. 
Таким образом, наблюдая мгновенное положение 
ярких пятен на РСДБ-образе и измеряя угол между 
яркими пятнами, можно оценить спин черной дыры.

3. ОПРЕДЕЛЕНИЕ СПИНА СМЧД 
В ИСТОЧНИКЕ СТРЕЛЕЦ A*

В данной главе мы применим теорию, разрабо-
танную в работе [11] и кратко изложенную в преды-
дущей главе, к источнику СМЧД в Стрельце A*.

Как следует из работы [1], во время наблюдений 
зарегистрирована переменность плотности потока 
излучения в миллиметровом диапазоне на уровне 
4–13%. Также была зафиксирована вспышка в рент-
геновском диапазоне. Таким образом, для наших 
целей такой вспышкой вполне может быть 
вспышка, приведенная в статье [1, рис. 2]. Продол-
жительность этой вспышки составляет более двух 
часов, что значительно больше характерного вре-
мени tph. Данная вспышка в образе СМЧД сначала 
отобразилась в виде яркого пятна в диске, а спустя 
некоторое время порядка tph — в первом фотонном 
кольце, а затем и во втором. Из-за недостаточного 
разрешения ТГС им не удалось выделить различные 
фотонные кольца по радиусу, поэтому все три 
вспышки изобразились на одном наблюдаемом 
кольцеподобном образе, изображенном на рис. 3. 
Три яркие пятна на этом образе образуют систему 
вспышки в диске и ее отражения в фотонных коль-
цах и являются излучением от одной физической 
вспышки в аккреционном диске. Если это так, то 
относительное положение этих вспышек на данном 
образе зависит только от спина черной дыры и, 
следовательно, угол между линиями, соединяющий 
яркие пятна в кольцеобразной структуре, опреде-
ляется спином, как изображено на рис. 3. На рис. 4 
показана зависимость угла между положениями 
ярких пятен от спина черной дыры для наблюда-
теля, расположенного на оси вращения черной 
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дыры. Прямая синяя линия соответствует теорети-
ческим предсказаниям. Измеряя угол на рис. 3 с по-
мощью теоретической кривой, на рис. 4 можно 
определить спин черной дыры. Угол на рис. 3 при-
близительно равен a ≈ 50°, что соответствует спину 
на рис. 4, приблизительно равному a ≈ 0.9. Таким 
образом, спин СМЧД в источнике Стрелец A* при-
близительно равен a ≈ 0.9.

Данная оценка оказалось больше, чем оценки, 
полученные в предыдущих работах [2, 12, 13]. Это 
может быть связано с несколькими причинами. На 
сегодняшний день остается неизвестным угол наклона 
наблюдателя к оси вращения черной дыры. Стоить 
заметить, что зависимость угла между вспышками от 
наклонения угла наблюдателя есть, но довольно сла-
бая. Поэтому в данной грубой оценке спина ею можно 
пренебречь. Также достаточно сложно определить 
центр яркого пятна. Не стоит забывать и про наблю-
дательные ошибки. Тем не менее, предложенный 
метод дает вполне разумную оценку.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
За последние несколько лет был достигнут зна-

чительный прогресс в тестировании общей теории 
относительности в сильном гравитационном поле. 
Были открыты двойные черные дыры [15], получены 

образы черных дыр [1, 16], но проблема определения 
параметра вращения, спина черной дыры, еще не ре-
шена. В данной работе рассматривается метод опре-
деления спина черной дыры по вспышкам в аккре-
ционном диске и по их отражениям в фотонных 
кольцах. Данная модель, развитая в работе [11], 
применяется к СМЧД в Cтрельце A*. Была получена 
оценка спина, равная a ≈ 0.9. В дальнейшем, данная 
оценка может быть скорректирована за счет лучшего 
разрешения и определения угла наклона наблюда-
теля к оси вращения черной дыры.
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пространственных частот в реальных РСДБ-наблюдениях.
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ESTIMATION OF THE SPIN OF A SUPERMASSIVE 
BLACK HOLE IN SAGITTARIUS A*

A. S. Andrianov a, S. V. Chernov a 
aAstro Space Center, Lebedev Physical Institute, Moscow, Russia

In April 2017, the Event Horizon telescope received an image of a supermassive black hole in the Sagittarius A* 

source. This image consists of a ring-like structure that contains three areas with increased brightness (spots). If 
we assume that these spots are associated with flares near the event horizon of a black hole, then we can estimate 
its spin. Our estimate gives a value of the order of a ≈ 0.9.
Keywords: supermassive black holes, flares, spin, Sagittarius A*
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В настоящий момент практически не вызывает сомнений, что аккреционные диски, окружающие такие 
компактные астрофизические объекты, как черные дыры, белые карлики и нейтронные звезды, могут 
обладать структурами магнитного поля. Так, они объясняют перенос момента количества движения 
между различными частями диска и некоторые другие процессы. Существуют различные способы 
объяснения возникновения данных магнитных полей. В настоящей работе рассмотрена возможность 
генерации магнитных полей за счет батарейного механизма Бирмана. Он связан с радиальными потоками 
протонов и электронов. Учитывая их различные массы, они по-разному взаимодействуют с вращающейся 
средой, создавая круговые токи, порождающие магнитные поля. Ранее подобный процесс изучался для 
галактических дисков и было показано, что батарейный механизм может порождать начальные магнитные 
поля в подобных объектах. В данной работе рассмотрено действие батареи Бирмана для аккреционных 
дисков. Это требует решения интегрального уравнения второго рода, возникающего с учетом самодействия 
магнитного поля. Показано, что созданные с ее помощью поля оказываются достаточно значимыми и 
могут играть важную роль в эволюции магнитных полей в дисках.
Ключевые слова: аккреционный диск, батарея Бирмана, магнитное поле
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1. ВВЕДЕНИЕ
Аккреционные диски окружают большое коли-

чество компактных астрофизических объектов, та-
ких как черные дыры, белые карлики и нейтронные 
звезды. Они представляют большой интерес для 
изучения, и особое значение при их исследовании 
могут играть магнитные поля [1, 2, 3]. Так, они по-
зволяют объяснить целый ряд важнейших процес-
сов, таких как перенос момента количества движе-
ния в аккреционных дисках. Кроме того, магнитные 
поля могут оказывать определенное влияние на 
кинематику диска, менять характер движения среды. 
В связи с этим представляется крайне важным по-
нимание того, за счет чего формируются магнитные 
поля в аккреционных дисках и какова их структура.

В настоящий момент существуют различные под-
ходы к исследованию магнитных полей аккрецион-
ных дисков. Так, в ряде работ предполагается, что 
их возникновение связано с переносом поля вместе 
с аккрецирующим веществом [4, 5]. Тем не менее за 
счет интенсивных процессов перемешивания 
сложно говорить о том, что данный механизм мог 
бы приводить к возникновению регулярных струк-
тур. Другие работы предполагают возникновение 
структур поля с учетом влияния центрального объ-

екта. Между тем ряд численных исследований по-
казывает, что роль подобного эффекта в генерации 
поля не очень значительна [6].

Отдельно следует упомянуть работы, связанные 
с действием в аккреционных дисках механизма ди-
намо среднего поля [7, 8]. Он основан на совместном 
действии альфа-эффекта и дифференциального 
вращения, что при определенном соотношении 
между параметрами приводит к экспоненциальному 
росту магнитного поля [9, 10, 11]. Ранее было пока-
зано, что разумно было бы использовать модели, 
первоначально разработанные для галактических 
дисков [12, 13]. Несмотря на принципиально раз-
личные пространственные масштабы, допустимо 
использовать модельные представления, созданные 
для тонких астрофизических дисков (так называемое 
планарное приближение). Безусловно, в таком слу-
чае необходимо учитывать ряд особенностей, отли-
чающих галактический диск от аккреционного (так, 
специфическую роль могут играть граничные 
условия на внутренней границе диска, наличие ра-
диальных потоков и т.д.). Вместе с тем, хотя меха-
низм динамо весьма удовлетворительно описывает 
экспоненциальный рост магнитного поля в аккре-
ционном диске, он никак не объясняет возникно-

 



вение начальных полей, которые должны быть свя-
заны с какими-либо другими механизмами.

В случае галактик возникновение «затравочных» 
магнитных полей объясняется, как правило, с по-
мощью механизма Бирмана [14]. Он основан на 
наличии радиальных потоков ионизованной среды 
в галактическом диске. Ключевую роль играют раз-
личные массы протонов и электронов, которые при 
одинаковой абсолютной величине электрического 
заряда принципиально по-разному взаимодействуют 
с вращающейся средой: электроны «приклеиваются» 
к окружающему потоку, в то время как движение 
протонов «запаздывает». Это приводит к возникно-
вению различных скоростей, и как следствие — 
к возникновению круговых токов, порождающих 
магнитное поле (рис. 1). Особое значение имеет 
структура поля, при описании которой есте-
ственным образом возникает необходимость реше-
ния интегральных уравнений [15, 16]. Хотя магнит-
ные поля, создаваемые посредством механизма 
Бирмана, могут быть достаточно малы, их роль в га-
лактическом магнетизме сложно переоценить — 
они порождают начальные поля в галактических 
объектах.

Не меньшую роль могут играть батарейные ме-
ханизмы и для аккреционных дисков [17]. Магнит-
ные поля могут присутствовать практически во всех 
дисках, окружающих компактные объекты, однако 
с точки зрения возможности наблюдательной вери-
фикации наибольший интерес представляют диски, 
окружающие сверхмассивные черные дыры с мас-
сами порядка 105,...,10 солнечных масс. Плотность 
числа частиц в них составляет величины порядка 
107,...,10 см–3, а размеры — порядка 1015,...,19 см. Так, 
по крайней мере в отдельных случаях, есть данные 
об измерении мер фарадеевского вращения [18]. 
Хотя причины его возникновения и являются пред-
метом дискуссий, оно может быть косвенным сви-
детельством наличия магнитных полей и давать 
возможность оценить в будущем его величину. 

Можно предполагать, что для них радиальные по-
токи будут играть более важную роль, чем в случае 
галактических дисков [19]. По этой причине пред-
ставляется, что круговые токи будут даже более ин-
тенсивны, а значит они будут связаны с гораздо 
большими магнитными полями.

В настоящей статье сначала рассмотрены прин-
ципиальные особенности механизма Бирмана, опи-
саны базовые характеристики полей, созданных с его 
помощью. После этого сделана качественная оценка 
магнитного поля, которое оказывается достаточно 
велико по меркам аккреционного диска. Затем для 
уточнения модели построено интегральное уравне-
ние, которое учитывает подавление течений за счет 
созданного ими магнитного поля. Решение данного 
интегрального уравнения достаточно сложно и тре-
бует применения специальных математических ме-
тодов. Они позволяют получить детальную структуру 
поля, в целом соответствующую качественным оцен-
кам.

2. БАЗОВЫЕ ОЦЕНКИ 
ДЛЯ МАГНИТНОГО ПОЛЯ

Рассмотрим движение потока частиц, падающих 
на центр аккреционного диска (например, черную 
дыру). Можно предполагать, что электроны намного 
сильнее взаимодействуют с излучением, идущим от 
ядра галактики, чем протоны. По этой причине вра-
щательная скорость электронов сильно уменьша-
ется, и в первом приближении можно ею прене-
бречь [19]. В то же время движение протонов будет 
подчиняться следующему уравнению [15, 16]: 

	 ( ) ( )= ,rot
d m e

m
dt c

- - + ×
t

v
F v V v B 	 (1)

где v — их скорость, F = –m∇U — массовая сила 
U = U(r) — гравитационный потенциал), t — харак-
терное время взаимодействия между протонами и 
средой, Vrot — скорость вращения среды, B — маг-
нитное поле, e — элементарный заряд, c — скорость 
света, m — масса протона. Отметим, что скорость 
вращения среды, в которой движутся протоны и 
электроны (плотность нейтрального компонента 
может значительно — более чем на порядок — пре-
вышать плотность ионизованного), может быть 
представлена в форме Vrot = r Wej, где W определяется 
кеплеровским законом [1]: 

	 3
= ,

GM

r
W 	 (2)

где G — универсальная гравитационная постоянная, 
M — масса центрального объекта.

вращение диска
черная дыра

е р

Рис. 1. Схема батарейного механизма Бирмана. Элект-
роны обладают меньшей угловой скоростью, чем 
протоны.
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Отметим, что в предшествующих работах исполь-
зовалось приближение сплошной среды и связанные 
с ним уравнения для многофазной среды [20, 21, 22, 
23]. Вместе с тем мы используем иной подход, свя-
занный с движением пробной частицы [15, 24]. 
Важно отметить, что в отличие от ряда других задач, 
большие электрические поля не образуются, по-
скольку в любой точке плотность электронов и про-
тонов остается одинаковой (разделения зарядов не 
происходит), а лишь отличаются азимутальные ско-
рости этих частиц, что и приводит к электрическому 
току.

Основную роль для нас будет играть азимуталь-
ный компонент скорости vj = rw, где w = dj/dt. Из-
менение w описывается уравнением [15]: 

	 ( )2 1
= .

d dr e dr
B

dt r dt rmc dt
w w

+ - w - W -
t

	 (3)

где магнитное поле обусловлено движением ос
тальных заряженных частиц.

Будем предполагать, что время релаксации до-
вольно мало по сравнению с другими масштабами 
задачи: 

	
r

dr dt
t  . 

(Возьмем в качестве времени релаксации величину 
порядка 10–2 c — эту оценку можно получить с по-
мощью формулы (9), которая будет обсуждаться 
ниже, скорость dr/dt — порядка 107 см/с, а рас-
стояние до центра порядка 1019 см. В таком случае 
данное соотношение выполняется «с запасом».) Это 
означает, что мы можем положить, что координата 
и скорость меняются мало, и сделать замену dr/dt = V. 
Тогда можно переписать уравнение в виде [15]: 

	
1 2 1

1 = .
d V e VB
dt r rmc
w t t   + + w W -   t t   

	 (4)

Величина угловой скорости будет достаточно 
быстро выходить на стационарное значение [15]:

	 0( ) = 2 .
V eB

r
r mc
t  w ≈ w W - W + 

 
	 (5)

Если принять во внимание, что циклотронная 
частота заметно превышает величину угловой ско-
рости вращения аккреционного диска, можно еще 
больше упростить данное выражение: 

	 0( ) .
eVB

r
rmc

t
w ≅ W - 	 (6)

С физической точки зрения движение протонов 
приводит к возникновению круговых токов, которые 
порождают магнитное поле, направленное перпен-

дикулярно плоскости диска. Действие магнитного 
поля приводит к уменьшению значения угловой 
скорости, что в свою очередь влечет замедление 
роста магнитного поля. Оценить, при каких значе-
ниях параметров рост магнитного поля остановится, 
можно исходя из того, что угловая скорость обра-
тится в нуль: w0 = 0.

Нельзя не заметить, что данное предположение 
является грубым и качественным: в реальности рост 
поля прекращается на диффузионной школе вре-
мени, когда полю противодействует омическая или 
турбулентная диффузия [20, 21, 24]. Поэтому из 
данных простых предпосылок возможно получить 
лишь грубые и завышенные оценки значения поля.

Это будет означать, что: 

	 = .
eVB
rmc

t
W 	 (7)

Таким образом, оценить магнитное поле, которое 
может быть создано с помощью механизма Бирмана, 
можно по следующей формуле: 

	 = .
rmc

B
eV

W
t

	 (8)

Оценим данную величину для аккреционного 
диска около сверхмассивной черной дыры с массой 
M = 109M. Так, можно использовать наблюдатель-
ные данные, полученные для III Zw 002 [25], а также 
теоретические оценки для других объектов. В каче-
стве радиуса возьмем величину порядка r ~ 1018 см 
[26, 25]. Тогда для угловой скорости вращения объ-
екта, в соответствии с кеплеровским законом, можно 
получить значение 

	 9
3

= 10
GM

r

-W   с–1. 

Для скорости падения среды на центр аккреци-
онного диска возьмем V  ~  107 см/с. Такой порядок 
имеет скорость вращения в центральных областях 
галактик, и можно использовать ее в качестве грубой 
оценки для скорости свободного падения среды.

Для времени столкновений можно использовать 
стандартную оценку, используемую в космической 
электродинамике [27], согласно которой 

	
2 3

4
= ,

16 ln

m V

e n
t

p L
	 (9)

где m — масса протона, ln L ~ 101 — кулоновский 
логарифм. Используя плотность частиц порядка 
n ~ 109 см–3, мы можем получить t ~ 10–2 с.

Тогда, используя (8), мы получим, что величина 
магнитного поля составит величину порядка 10–2 Гс. 
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В свою очередь, оценим поле равнораспределения, 
которое можно получить из равенства плотностей 
энергии турбулентных движений и магнитного поля, 
которое определяется по формуле * = 4tB v pr , где 
r — плотность среды в диске, vt — скорость турбу-
лентных движений [26]. Предполагая, что v  ~ 
~ 108 см/с (такие оценки соответствуют данным 
о дисперсии скоростей [26]), можно получить, что 
для данного случая B * ~ 10 Гс. Таким образом, со-
здаваемое бирмановским механизмом поле на не-
сколько порядков ниже уровня равнораспределения.

3. УРАВНЕНИЕ ДЛЯ ЭВОЛЮЦИИ ПОЛЯ
Можно видеть, что достаточно быстро угловая 

скорость частиц становится близкой к значению 
w0(R). Это приводит к возникновению на расстоянии 
R от центра кругового тока: 

	 0( )
( ) = .

2
e R

I R
w

p
В соответствии с законом Био-Савара [28], дан-

ный ток приводит к возникновению в плоскости 
диска магнитного поля, направленного перпенди-
кулярно к его плоскости. На расстоянии r от центра 
его величину можно определить с помощью следу-
ющего интеграла [15]: 

	
2

2 2 3 2
0

( ) ( cos )
( ) ( ) .

( 2 cos )

z
z

I R R R r d
r b r

c r R rR

p - j j
= =

+ - j∫
e

b e

Чтобы выразить магнитное поле, удобно исполь-
зовать вспомогательную функцию, которая ранее 
применялась нами в задачах о возникновении поля 
в галактиках [15] и задается следующим образом: 

	
2

2 3/2
0

(1 cos )
( ) = .

( 1 2 cos )

d
p - c j j

Φ c
c + - c j∫ 	 (10)

Тогда величину создаваемого круговым током 
магнитного поля можно представить с помощью 
выражения 

	 ( ) = .
2

e r eVB
b r

cR R mcR
t  Φ W -  p   

Если мы рассмотрим внутри диска кольцо 
[R, R + dR]×[-h, h], то количество частиц в нем будет 
составлять величину (напомним, что здесь n(r) — 
плотность частиц) 

	 ( ) = 4 ( ) ( ) .dN R n R h R RdRp

Данное кольцо создает на расстоянии r от центра 
поле B: 

	
2 ( ) ( )

( ) = .
en R h R dR r eVB

dB r
c R mcR

t  Φ W -  
  

Для угловой скорости вращения объекта можно 
использовать кеплеровский закон вращения [1]: 

	
3/2

max
0( ) = ,

R
R

R
 W W  
 

где Rmax — радиус диска, W0 — угловая скорость вра-
щения в его внешних областях.

Для оценки параметров диска возьмем каче-
ственные аналитические модели, предложенные 
в работе [27] и подтверждаемые численными моде-
лями для дисковой аккреции. Так, для плотности 
числа частиц в диске можно пользоваться следу-
ющей формулой [12, 27] (здесь и далее под величи-
нами с нижним индексом «0» будем понимать их 
характерные значения, соответствующие области 
около внешней границы диска): 

	
15/8

11/20 max
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R
n R n Q R

R
 
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где 

	
1/2

min( ) = 1 , = 0.9.
R

Q R q q
R
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Полутолщина диска будет зависеть от расстояния 
до центра по следующему закону [12, 27]: 

	
9/8

3/20 max
0( ) = .

R
h R h Q

R
 
 
 

Скорость потоков в радиальном направлении 
выглядит так [12, 27]: 

	
1/4

0 max
7/10

( ) = .
V R

V R
RQ

 
 
 

Если учесть, что t ~ V 3/n [29, 30], мы можем по-
лучить следующую принципиальную закономер-
ность для величины времени взаимодействия между 
различными частицами: 
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0
16/5
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Тогда уравнение для создаваемого круговым то-
ком магнитного поля будет выглядеть так: 

	

9/4
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2
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Интегрируя обе части данного равенства, мы 
получим интегральное уравнение второго рода: 
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Данное уравнение удобно привести к безразмер-
ному виду. Измеряя магнитные поля в единицах 
2en0h0W0Rmax/c, а расстояния в единицах Rmax, мы 
можем привести уравнение к виду: 

	

1 7/10

9/4

min

1

16/5 7/8

min

( )
( ) =

( )
,

( )

R

R

Q R r
B r dR

RR

B R r
dR

RQ R R

 Φ - 
 

 - a Φ 
 

∫

∫

где 
1/82

0 0 0 0 min
2 1/8

max

2
= .

e n h V R

mc R

t
a  

Таким образом, после «обезразмеривания» ос-
новных величин мы получим следующее уравнение: 
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R

B r K r R B R dR F ra +∫ 	 (11)

где ядро и неоднородность представляются в виде 
следующих безразмерных функций: 
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4. ПРОЦЕДУРА ЧИСЛЕННОГО РЕШЕНИЯ 
ИНТЕГРАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ

Несмотря на структуру уравнения (11), типичную 
для интегральных уравнений Фредгольма 2-го рода, 
рассматриваемое здесь уравнение имеет специфику, 
которую следует учитывать при его численном ре-
шении. Прежде всего, ядро имеет неинтегрируемую 
в обычном смысле особенность, следующую из опре-
деления (10) функции Ф(c), когда ее аргумент при-
ближается к единице. Ее график представлен на 
рис. 2. Интеграл в (10) можно взять аналитически и 
представить в виде комбинации полных эллипти-
ческих интегралов I и II рода, которые хотя и не 
являются элементарными функциями в общепри-
нятом смысле, весьма хорошо изучены: 
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Знание асимптотического поведения эллипти-
ческих интегралов позволяет выделить особенность 
функции Ф(c) при c → 1: 

	 2

( ) = ( ) ( )=

2 1 8
= ln ( ),

1 2 1

singΦ c Φ c + Φ c

 + + Φ c - c - c 





где ( )Φ c  — гладкая ограниченная функция.
Таким образом, подынтегральное выражение 

в (11) является неограниченным и неинтегрируемым 
в обычном смысле. Сам интеграл, таким образом, 
является сингулярным и должен пониматься 
в смысле главного значения по Коши. Это опреде-
ляет требования к численному методу решения урав-
нения. Использовать традиционную схему типа 
метода коллокаций с вычислением интегралов по 
какой-либо из известных квадратурных формул (КФ 
прямоугольников, трапеций, Симпсона и т.д.) в дан-
ном случае нельзя, поскольку в зависимости от по-
ложения точки коллокации и узлов КФ можно по-
лучить любое значение интеграла.

Следует отметить, что похожее по структуре урав-
нение с аналогичными сложностями при численном 
решении возникают, к примеру, при решении гра-
ничных интегральных уравнений в вихревых мето-
дах вычислительной гидродинамики [31]. Наи-
лучшим образом для подобных целей зарекомендо-
вал себя метод Галеркина. Методические расчеты 
показывают, что представление решения наиболее 
простым способом — в виде кусочно-постоянного 

Рис. 2. График функции Ф(c).
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распределения — эффективно, но лишь в случае 
существенно неравномерной дискретизации отрезка 
интегрирования; при равномерной же дискрети-
зации (не представляющей в рассматриваемой здесь 
задаче никакой сложности и являющейся здесь са-
мой естественной) метод Галеркина не имеет суще-
ственных преимуществ перед схемой коллокаций 
(при «удачном» выборе положения точек коллока-
ций и КФ). Существенно более полезной оказыва-
ется схема Галеркина с кусочно-линейным, причем 
разрывным, представлением решения [32].

При дискретизации уравнения (11) отрезок ин-
тегрирования разбивался на N равных частей — па-
нелей, решение на каждой панели представлялось 
в виде комбинации постоянной составляющей и 
линейной функции с нулевым средним значением, 
а коэффициенты такого разложения определялись 
из условия ортогональности невязки на панелях тем 
же функциям, выступающим, таким образом, в ка-
честве проекционных. Особого внимания требует 
вычисление коэффициентов, соответствующих сов-
падающим или соседним влияющей и контрольной 
панелям: если представить матрицу в виде блочной 
с блоками размером 2 × 2, то данные коэффициенты 
образуют три диагонали. Именно для них требуется 
вычислять сингулярные интегралы; при этом от 
переменных (r, R) целесообразно перейти к пере-
менным (r, c), где c  = r/R, что упрощает процедуру 
выделения особенности. Отметим, что сама вычи-
слительная процедура для рассматриваемого здесь 
уравнения требует весьма аккуратной и одновре-
менно эффективной реализации, поскольку ни ин-
теграл по c, ни интеграл по r аналитически взять не 
удается, все интегралы необходимо вычислять чис-
ленно. Для численного определения главных зна-
чений сингулярных интегралов были использованы 
КФ типа метода дискретных вихрей [33].

Отмеченная особенность функции Ф потребовала 
также применения специального приема для регу-
ляризации уравнения вблизи внешней границы от-
резка интегрирования, а также обеспечения следу-
ющей из физического смысла задачи непрерывности 
решения.

Для исключения неинтегрируемых особенностей 
при вычислении коэффициентов матрицы, соответ-
ствующих правому краю отрезка (при r  → 1), при-
нималось, что решение из области [rmin, 1] продол-
жается еще на длину 1–2 панелей вправо путем его 
экстраполяции с крайней правой панели. Такая 
процедура не вносит существенной погрешности и 
вполне корректна, обеспечивая при этом исключе-
ние сингулярности при вычислении всех коэффи-

циентов матрицы СЛАУ Ax = f, представляющей 
собой дискретный аналог интегрального уравнения.

Получающееся в итоге решение построенной 
таким образом системы, хотя и обеспечивает наи-
меньшую невязку в пространстве кусочно-линейных 
функций, но терпит разрывы между панелями, осо-
бенно вблизи границ отрезка интегрирования. 
Чтобы подавить разрывы численного решения, ре-
шение исходной задачи можно заменить процедурой 
минимизации функционала 

	 2 2
= min,i

i

Ax f BY - + g D →∑

где DBi — скачок решения между соседними пане-
лями, что в свою очередь эквивалентно решению 
линейной системы вида 

	 ( ) = ,T TA A R x A f+ g

в которой матрица R, умножаемая на параметр ре-
гуляризации g, имеет простую блочно-трехдиаго-
нальную структуру.

Отметим, что описанная процедура позволяет 
получить численное решение более высокого каче-
ства по сравнению, к примеру, с процедурой типа 
метода конечных элементов, когда решение сразу 
разыскивается в виде кусочно-линейного непрерыв-
ного распределения.

5. СТРУКТУРА МАГНИТНОГО ПОЛЯ
Рассмотрим решение уравнения (11) для различ-

ных соотношений между внутренним и внешним 
радиусом. Так, вполне типичным является соотно-
шение, составляющее величину порядка 102. По этой 
причине мы рассмотрели два характерных случая (рис. 
3 и 4), для которых были построены решения задач.

Коэффициент a в уравнении (11) может прини-
мать различные величины в зависимости от харак-
теристик аккреционного диска, при этом a  >> 1. 
Нами были рассмотрены случаи a ~ 102,...,3. Хотя 
в реальности данный коэффициент может суще-
ственно превышать эту величину (достигая для от-
дельных аккреционных дисков в окрестностях свер-
хмассивных черных дыр, обсуждавшихся выше, 
значений вплоть до 1014), принципиальный характер 
поведения магнитного поля можно понять уже 
в данном случае. В то же время рассмотрение бoль-
ших a оказывается затруднительным с вычисли-
тельной точки зрения.

На рис. 3 показано B(r) при соотношении между 
внутренним и внешним радиусами диска Rmin/Rmax = 
= 0.02. Можно отметить, что пиковое значение маг-
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нитного поля достигается достаточно близко к внут-
ренней границе, после чего оно сравнительно 
быстро убывает по закону, близкому к степенному. 
При этом величина максимального значения маг-
нитного поля с большой точностью обратно про-
порциональна величине коэффициента a. Данный 
коэффициент описывает подавление магнитного 
поля в соответствии с правилом Ленца, поэтому 
логично, что его увеличение приводит к уменьше-
нию поля. Нельзя не заметить, что около внутренней 
границы поле, вопреки качественным оценкам, 
сделанным ранее, довольно мало. Это может быть 
связано с ролью множителя Q(r), принимающего 
в этой области небольшие значения.

Рис. 4 иллюстрирует случай диска с достаточно 
большим внутренним радиусом, когда Rmin/Rmax = 

= 0.05. Достаточно интересно, что в таком случае 
пиковое значение магнитного поля оказывается 
меньше, но при этом его убывание происходит мед-
леннее. Видно, что поле «размазывается» по плос-
кости аккреционного диска, и достигает гораздо 
больших значений на внешней границе (в предыду-
щем случае можно считать его пренебрежимо ма-
лым).

Данный результат кажется по-своему парадок-
сальным, поскольку процессы, происходящие на 
внутренней границе аккреционного диска, на деле 
оказывают намного более существенное влияние на 
поле во внешних областях, чем можно было бы ожи-
дать.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В настоящей работе был рассмотрен один из воз-

можных механизмов возникновения магнитного 
поля в аккреционных дисках, окружающих массив-
ные компактные астрофизические объекты, связан-
ный с так называемой батареей Бирмана. Он опи-
сывает круговые токи, порожденные различным 
движением протонов и электронов, их взаимодей-
ствием с окружающей их средой в диске. Подобные 
токи порождают магнитные поля, ориентированные 
перпендикулярно к плоскости диска, которые могут 
в дальнейшем играть важную роль в его эволюции. 
Сделаны базовые оценки, которые показали, что 
создаваемые магнитные поля будут вполне сопоста-
вимы с полем равнораспределения. Кроме того, 
с использованием моделей для среды в аккрецион-
ных дисках построено интегральное уравнение, ре-
шение которого позволяет получить не только ка-
чественные оценки, но и описать детальную струк-
туру поля. Представлены результаты для некоторых 
типичных значений параметров. Можно отметить, 
что внутренняя граница оказывает достаточно су-
щественное влияние на характеристики магнитного 
поля во внешней части диска. Хотя это представля-
ется и парадоксальным, подобные закономерности 
ранее были замечены при изучении действия динамо 
в аккреционном диске [13].

Отметим, что в настоящей работе мы описали 
лишь один из возможных механизмов, способству-
ющих появлению магнитного поля в аккреционном 
диске. Вполне возможно, что он действует совместно 
с рядом других, таких как магниторотационная не-
устойчивость (связанная с распространением поля 
во внешние области диска при наличии градиента 
угловой скорости) [34, 35, 36], механизм динамо 
(основанный на одновременном присутствии диф-
ференциального вращения и зеркальной ассиметрии 

Рис. 3. Магнитное поле для Rmin/Rmax = 0.02. Сплошная 
линия соответствует a = 102, штриховая — a = 103.

Рис. 4. Магнитное поле для Rmin/Rmax = 0.05. Сплошная 
линия соответствует a = 102, штриховая — a = 103.
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альфа-аффекта) [7, 8, 13], а также перенос магнит-
ного поля вместе с потоками среды [4]. Нельзя 
исключить, что реализуется сценарий, который 
часто рассматривается в галактиках, когда поля, 
созданные посредством батареи Бирмана, усилива-
ются с помощью действия крупномасштабного ди-
намо [15, 16]. Так, привлечение других механизмов 
усиления и генерации поля оказывается желатель-
ным для того, чтобы создать поле, лежащее в плос-
кости диска: рассмотренный нами батарейный ме-
ханизм позволяет сгенерировать лишь вертикальное 
магнитное поле, в то время как логично предпола-
гать также существование значительного азимуталь-
ного компонента.
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THE ROLE OF BIERMANN BATTERY MECHANISM IN APPEARANCE 
OF MAGNETIC FIELDS IN ACCRETION DISCS
R. R. Andreasyana, I. K. Marchevskyb, E. A. Mikhailovc,d 

aAmbartsumian Byurakan Astrophysical Observatory of NAS RA, Byurakan, Armenia
bBauman Moscow State Technical University, Moscow, Russia

cLomonosov Moscow State University, Moscow, Russia
dLebedev Physical Institute of RAS, Moscow, Russia

At present, there is little doubt that accretion discs surrounding compact astrophysical objects such as black holes, 
white dwarfs and neutron stars may have magnetic field structures. Thus, they explain the transfer of angular 
momentum between different parts of the disc and some other processes. There are various ways to explain the 
occurrence of these magnetic fields. In this paper we study the possibility of generation of magnetic fields due to 
the Biermann battery mechanism. It is associated with radial flows of protons and electrons. Due to their different 
masses, they interact differently with the rotating medium, producing circular currents that generate magnetic 
fields. Previously, a similar process was studied for galactic discs and it was shown that the battery mechanism 
can generate initial magnetic fields in such objects. Here we discuss the action of the Biermann battery for accre-
tion disks. This requires solving an integral equation of the second kind, which arises if we take into account the 
self-interaction of the magnetic field. It is shown that corresponding fields are quite significant and can play an 
important role in the evolution of magnetic fields in discs.
Keywords: accretion disc, Biermann battery, magnetic field
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Изучена кинематика близкой к Солнцу молодой звездной ассоциации e Cha на основе списка звезд-
кандидатов из работы [1]. Рабочая выборка состоит из 26 звезд с параллаксами, собственными движе-
ниями из каталога Gaia DR3 и лучевыми скоростями, взятыми из литературных источников. Построены 
орбиты звезд назад в прошлое и определен момент, когда ассоциация имела минимальный 
пространственный размер, а также проведен анализ зависимостей скоростей U, V, W от координат x, y, z. 
Показано, что исходная выборка делится на две части, обладающие различными кинематическими 
свойствами. В первую выборку вошли 9 звезд. На основе построения орбит этих 9 звезд получена оценка 
возраста t  = 4.9 ± 0.8 млн лет. Для них также найден коэффициент расширения в плоскости xz с величиной 
Kxz = 135 ± 19  км/с/кпк, на основе которого получена еще одна оценка возраста t  = 7.2 ± 1.0 млн лет. Во 
вторую выборку вошли 17 звезд. Построение их орбит дало оценку возраста t  = 0.2 ± 0.3 млн лет, а на 
основе градиента ∂W/∂z = 707 ± 248 км/с/кпк получена вторая оценка их возраста t  = 1.4 ± 0.5 млн лет. 
Это говорит о том, что ассоциация e Cha либо состоит из двух группировок разного возраста, либо более 
молодая возникла в результате недавней вспышки звездообразования внутри общей звездной системы. 
Вопрос о гравитационной связи группировок не рассматривался в рамках данной работы.
Ключевые слова: звездные ассоциации, кинематика, ассоциация e Cha, звездообразование

DOI: 10.31857/S0004629924030039   EDN: KJVOVD

1. ВВЕДЕНИЕ
Около Солнца известен целый ряд небольших 

ассоциаций и компактных движущихся групп, со-
стоящих из очень молодых (менее примерно 10 млн 
лет) звезд. Например, b Pic, TW Hya, h Cha, e Cha, 
которые расположены в четвертом галактическом 
квадранте и тесно связаны [2] с обширной OB-ас-
социацией Sco-Cen.

Предметом исследования настоящей работы яв-
ляется компактная звездная ассоциация e Cha, ко-
торую иногда обозначают и как молодое рассеянное 
звездное скопление Feigelson 1. Собственно звезда 
e Cha является визуально-двойной (WDS J11596–
7813AB) c главным компонентом спектрального 
класса B9V. Остальные члены ассоциации являются, 
как правило, маломассивными звездами типа Т 
Тельца. Изучению ассоциации e Cha посвящено 
большое количество публикаций, где авторов инте-
ресует звездный состав, кинематика, а также фото-
метрические и спектральные характеристики членов 
и кандидатов в члены ассоциации [1–12].

Уже в работе [2] на основе интегрирования назад 
в прошлое было показано общее происхождение 
таких структур как LCC (Lower Centaurus Crux), UCL 

(Upper Centaurus Lupus), US (Upper Scorpius), TW 
Hya, h Cha и e Cha в момент времени около 
–10 млн лет. При этом для вычисления средней 
траектории ассоциации e Cha были использованы 
лишь 4 звезды. Также с применением метода интег-
рирования орбит по небольшому количеству звезд-
членов ассоциаций h Cha и e Cha в работе [5] была 
получена оценка их возраста — 6.7 млн лет.

Благодаря работам [1, 3–9] количество вероятных 
членов ассоциации e Cha существенно увеличилось. 
Это дало, например, возможность оценивать возраст 
ассоциации путем подгонки к подходящей теорети-
ческой изохроне с использованием большого коли-
чества звезд. Так, с использованием фотометриче-
ских данных из каталога Gaia DR2 [13] для более 
чем 20 звезд в недавней работе [1] этим методом 
была получена оценка 5-2

+3 млн лет.
Звезды ассоциации e Cha находятся от Солнца 

в среднем на расстоянии 102 пк. Из-за близости 
к Солнцу для исследования этой ассоциации до-
ступны многие кинематические и фотометрические 
параметры, измеренные с высокой точностью. Прак-
тически для всех звезд-кандидатов известны триго-
нометрические параллаксы из каталога Gaia DR3 [14], 
полученные с относительными ошибками менее 5%.

 



Для вычисления пространственных скоростей 
звезд важны измерения их лучевых скоростей. Не-
смотря на наличие лучевых скоростей в каталоге 
Gaia DR3, в настоящее время остается актуальным 
использование более точных значений лучевых ско-
ростей звезд, полученных в результате наземных 
наблюдений. Тем более это актуально при наличии 
большого процента двойных в ассоциации e Cha 
(40% согласно [1]). Для этой цели привлекались 
индивидуальные спектроскопические измерения 
отдельных звезд-членов ассоциации e Cha. В ряде 
случаев [11] использовались обширные каталоги 
лучевых скоростей, например, RAVE (The Radial 
Velocity Experiment [15]). Большая база данных о зве-
здах ассоциации e Cha, которая включает измерения 
их тригонометрических параллаксов, собственных 
движений и лучевых скоростей, создана в работе [1].

Молодость ассоциации e Cha и близость ее 
к Солнцу позволяет выполнять уникальные работы, 
например, осуществлять прямыми телескопиче-
скими наблюдениями поиск звезд с протопланет-
ными дисками [12], поиск маломассивных корич-
невых карликов низкой светимости и др.

Целью настоящей работы является изучение ки-
нематики ассоциации e Cha и кинематическая 
оценка ее возраста. Метод заключается в построении 
орбит звезд в прошлом на заданном временном ин-
тервале и оценке того момента, когда звездная груп-
пировка имела минимальный пространственный 
размер. Интересно также оценить кинематический 
возраст на основе эффекта расширения ассоциации.

2. МЕТОДЫ
Используем прямоугольную систему координат 

с центром в Солнце, где ось x направлена в сторону 
галактического центра, ось y — в сторону галакти-
ческого вращения и ось z — в северный полюс Га-
лактики. Тогда 

	
= cos cos ,

= sin cos ,

= sin ,

x r l b

y r l b

z r b

где r  = 1/p — гелиоцентрическое расстояние звезды 
в кпк, которое мы вычисляем через тригонометри-
ческий параллакс звезды p в мсд (миллисекунды 
дуги).

Из наблюдений известны лучевая скорость Vr и 
две проекции тангенциальной скорости 
Vl  = 4.74rml cos b и Vb  = 4.74rmb, направленные вдоль 
галактической долготы l и широты b соответственно, 
выраженные в км/с. Здесь коэффициент 4.74 явля-

ется отношением числа километров в астрономиче-
ской единице к числу секунд в тропическом году. 
Компоненты собственного движения ml cos b и mb 
выражены в мсд/год.

Через компоненты Vr,Vl,Vb вычисляются скорости 
U,V,W, где скорость U направлена от Солнца 
к центру Галактики, V — в направлении вращения 
Галактики и W — на северный галактический полюс: 

	
= cos cos sin cos sin ,

= sin cos cos sin sin ,

= sin cos .

r l b

r l b

r b

U V l b V l V l b

V V l b V l V l b

W V b V b

- -

+ -

+
	 (1)

Таким образом скорости U,V,W направлены вдоль 
соответствующих координатных осей x,y,z.

2.1. Построение орбит звезд

Для построения орбит звезд в системе координат, 
вращающейся вокруг центра Галактики, используем 
эпициклическое приближение [16]: 
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где t — время в млн лет (исходим из соотношения 
1 пк/1 млн лет = 0.978 км/с), A и B — постоянные 
Оорта; 0= 4 Bk - W  — эпициклическая частота; 
W0 — угловая скорость галактического вращения 
местного стандарта покоя, W0 = A – B; 0= 4 Gn p r  — 
частота вертикальных колебаний, где G — гравита-
ционная постоянная, а r0 — звездная плотность в 
околосолнечной окрестности.

Параметры x0,y0,z0 и U0,V0,W0 в системе уравнений 
(2) обозначают современные положения и скорости 
звезд соответственно. Возвышение Солнца над га-
лактической плоскостью h принято равным 16 пк 
согласно работе [17]. Скорости U,V,W вычисляем 
относительно местного стандарта покоя с исполь-
зованием значений (U ,V ,W ) = (11.1, 12.2, 
7,3)  км/с, полученных Шонрихом и др. [18]. 
Мы  приняли r0 = 0.1M / пк3 [19], что дает 
n = 74 км/с/кпк. Используем следующие значе-
ния постоянных Оорта: A = 16.9 км/с/кпк и B = 
= –13.5 км/с/кпк, близкие к современным оценкам. 
Обзор таких оценок можно найти, например, в ра-
боте [20].

Система уравнений (2) позволяет вычислить по-
ложение звезды на каждый заданный момент 
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времени. Значения всех констант определены, 
решение находится путем подстановки момента 
времени.

2.2. Анализ мгновенных скоростей звезд

Согласно линейной модели Огородникова–
Милна [21], в предположении о том, что пекулярная 
скорость Солнца (U,V,W ) исключена или равна 
нулю, скорости U,V,W можно представить в виде 
следующей системы линейных уравнений: 

	

0 00

0 00

0 00

= ,

= ,

= .

U U U
U x y z

x y z

V V V
V x y z

x y z

W W W
W x y z

x y z

∂ ∂ ∂    + +        ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂    + +        ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂    + +        ∂ ∂ ∂

	 (3)

Здесь нижний индекс «0» означает, что произ-
водные взяты в начале системы координат. Отметим, 
что все девять градиентов, участвующие в системе 
уравнений (3), можно найти графически.

По трем диагональным градиентам из правых 
частей системы уравнений (3) можно найти пара-
метры расширения звездной системы Kxy, Kxz и Kyz 
в трех соответствующих плоскостях: 
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xy
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K
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é ùæ ö æ ö¶ ¶÷ ÷ê úç ç+÷ ÷ç ç÷ ÷ê ú÷ ÷ç ç¶ ¶è ø è øë û
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é ùæ ö æ ö¶ ¶÷ ÷ê úç ç+÷ ÷ç ç÷ ÷ê ú÷ ÷ç ç¶ ¶è ø è øë û

	 (4)

Коэффициенты Kxy, Kxz и Kyz, имеющие размер-
ность угловой скорости, представляют важное зна-
чение для оценки времени, прошедшего с начала 
расширения звездной системы.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ
Основу нашей выборки составляют звезды ассо-

циации e Cha из списка [1]. Эти авторы изучили 
кинематические свойства ассоциации с использо-
ванием данных из каталога Gaia DR2. В настоящей 
работе мы снабдили звезды из списка [1] данными 
из версии Gaia DR3 [14]. Отметим, что в выборку не 
вошли несколько двойных систем из списка [1], для 
которых отсутствуют измерения в каталоге [14]. Та-
ким образом в нашей рабочей выборке содержится 
26 звезд, отмеченных индексом «M» (member) в ра-
боте [1].

Исходные данные об отобранных 26 звездах ас-
социации e Cha содержатся в табл. 1 и 2. Как видно 
из табл. 2, значения лучевых скоростей из каталога 
Gaia DR3, измеренные обычно с большими ошиб-
ками по сравнению с наземными измерениями, 
имеются не для всех отобранных звезд. Библиогра-
фические ссылки на наземные измерения лучевых 
скоростей даны в работе [1].

На рис. 1 даны современные положения 26 звезд 
ассоциации e Cha и их траектории, построенные 
назад в прошлое. Дана также траектория кинемати-
ческого центра ассоциации. Чтобы задать траекто-
рию кинематического центра, были вычислены 
средние положения и скорости звезд x0, y0, z0 и 
U0, V0, W0. В итоге по 26 звездам были вычислены 
следующие значения: x0 = 50.2 пк, y0 = –85.8 пк и 
z0 = –24.4 пк, а также U0 = –10.11 км/с, V0 = –19.90 
км/с и W0 = –10.18 км/с.

С использованием разностей (между звездой и 
кинематическим центром) координат Dx, Dy, Dz на 
каждый момент интегрирования для каждой звезды 
вычисляем значение параметра q следующего вида: 

	 2 2 2= ,q x y zD + D + D 	 (5)

которое характеризует отклонение звезды от траек-
тории кинематического центра. Отметим, что тра-
ектории звезд вычислены с учетом возвышения 
Солнца над галактической плоскостью. Таким обра-
зом на всех наших рисунках (с траекториями звезд) 
координата z отражает положение звезд относи-
тельно плоскости Галактики.

На рис. 2 для каждой звезды дана зависимость 
параметра q от времени на интервале интегрирова-
ния 10 млн лет. Видно, что размер звездной группи-
ровки 10 млн лет в прошлом имел существенно 
больший пространственный размер по сравнению 
с настоящим. Однако по положению минимума 
красной кривой мы должны были бы заключить, что 
кинематический возраст ассоциации e Cha состав-
ляет около 1 млн лет, что сильно отличается от из-
вестных оценок, полученных другими методами.

На рис. 3 даны зависимости скоростей U, V и W 
от координаты z для 26 звезд ассоциации e Cha. На 
всех трех панелях хорошо видны два сгущения звезд, 
которые разделены границей z = –25 пк. Особенно 
отчетливо они видны на рис. 3(в).

Поэтому далее было решено каждое сгущение 
проанализировать в отдельности. С использованием 
всего лишь одного граничного условия z = –25 пк 
были получены две выборки. Выборка, отобранная 
при условии z > -25 пк содержит 9 звезд, а отобран-
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Таблица 1. Исходные данные о звездах ассоциации e Cha

Название a, 
град

d, 
град

p ± s,
мсд

macos d ± s, 
мсд

md ± s,
мсд

CP-68 1388 164.46 –69.23 8.64 ± 0.01 –34.81 ± 0.01 3.79 ± 0.01
MP Mus 200.53 –69.64 10.22 ± 0.01 –38.35 ± 0.01 –20.00 ± 0.01
RX J1147.7-7842 176.95 –78.70 9.91 ± 0.02 –41.27 ± 0.03 –3.81 ± 0.03
RX J1149.8-7850 177.38 –78.85 9.94 ± 0.02 – 42.03 ± 0.03 –4.00 ± 0.02
T Cha 179.31 –79.36 9.74 ± 0.03 –41.59 ± 0.04 –8.65 ± 0.03
HD 104036 179.65 –77.83 9.54 ± 0.03 –41.23 ± 0.03 –7.73 ± 0.03
RX J1159.7-7601 179.93 –76.02 10.09 ± 0.01 –41.03 ± 0.01 –6.02 ± 0.01
HD 104467 180.41 –78.99 10.18 ± 0.12 –42.11 ± 0.14 –5.05 ± 0.12
RX J1202.1-7853 180.51 –78.88 10.18 ± 0.06 – 43.79 ± 0.07 –4.61 ± 0.06
RX J1204.6-7731 181.15 –77.53 9.91 ± 0.02 –41.45 ± 0.02 –6.22 ± 0.02
RX J1207.7-7953 181.95 –79.88 10.01 ± 0.01 –42.10 ± 0.01 –7.24 ± 0.01
HD 105923 182.91 –71.18 9.47 ± 0.01 –38.78 ± 0.01 –7.34 ± 0.01
RX J1216.8-7753 184.19 –77.89 9.82 ± 0.02 –39.98 ± 0.02 –9.05 ± 0.02
RX J1219.7-7403 184.93 –74.07 9.92 ± 0.01 –40.35 ± 0.01 –9.14 ± 0.01
MASS J12210499-7116493 185.27 –71.28 10.06 ± 0.01 – 40.56 ± 0.01 –9.65 ± 0.02
RX J1239.4-7502 189.84 –75.04 9.70 ± 0.01 – 38.30 ± 0.01 –12.21 ± 0.01
CD-69 1055 194.61 –70.48 10.51 ± 0.01 –41.13 ± 0.01 –16.48 ± 0.01
RX J1158.5-7754A 179.62 –77.91 9.35 ± 0.08 –40.95 ± 0.09 –10.58 ± 0.11
RX J1150.9-7411 177.69 –74.19 9.44 ± 0.03 –38.28 ± 0.04 –3.82 ± 0.05
CXOU J115908.2-781232 179.78 –78.21 9.41 ± 0.03 – 38.95 ± 0.03 –5.48 ± 0.03
MASS J12005517-7820296 180.23 –78.34 9.73 ± 0.04 – 40.75 ± 0.04 – 5.04 ± 0.04
MASS J12014343-7835472 180.43 –78.60 9.55 ± 0.07 – 40.39 ± 0.08 –6.21 ± 0.08
CXOU J120152.8-781840 180.47 –78.31 9.77 ± 0.03 –40.90 ± 0.03 –7.03 ± 0.03
RX J1202.8-7718 180.73 –77.31 9.61 ± 0.01 –39.34 ± 0.02 –6.12 ± 0.02
USNO–B 120144.7-781926 180.43 –78.32 9.79 ± 0.03 – 41.85 ± 0.04 –6.13 ± 0.04
HD 104237A 180.02 –78.19 9.38 ± 0.04 – 39.28 ± 0.05 –5.78 ± 0.05

Рис. 1. Распределение 26 звезд ассоциации e Cha в проекции на галактическую плоскость xy и их траектории (a), 
вертикальное распределение и их траектории, прослеженные назад в прошлое на интервале 30 млн лет (б). Траекто-
рия кинематического центра ассоциации показана красным цветом.
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ная при условии z < -25 пк содержит 17 звезд. Как 
оказалось, эти выборки имеют сильно различающи-
еся кинематические свойства.

При условии z > -25 пк были отобраны следу-
ющие 9 звезд:

CP–68 1388, MP Mus, RX J1159.7–7601,
HD 105923, RX J1219.7–

7403, 
2MASS J12210499–

7116493,
RX J1239.4–7502, CD–69 1055,  RX J1150.9–7411.

А при условии z < -25 пк были отобраны следу-
ющие 17 звезд:

RX J1147.7–7842, RX J1149.8–
7850, 

T Cha,

HD 104036, HD 104467, RX J1202.1–7853,
RX J1204.6–7731, RX J1207.7–

7953, 
RX J1216.8–7753, 

RX J1158.5–
7754A,

CXOU 
J115908.2–
781232, 

2MASS 
J12005517–78202,

MASS J12014343–
78354, 

CXOU 
J120152.8–
781840, 

RX J1202.8–7718, 

USNO–B 
120144.7–78192, 

HD 104237A. 

Рис. 2. Отклонения от траектории кинематического 
центра (параметр q) на интервале интегрирования 
10 млн лет для 26 звезд ассоциации e Cha. Красным 
цветом показаны усредненные значения и соответ-
ствующие дисперсии.

Таблица 2. Лучевые скорости звезд ассоциации e Cha

Название a,
град

d,
град

Vr ± s,
км/с

(Vr ± s)G,
км/с

CP–68 1388 164.46 –69.23 15.90 ± 1.00 15.69 ± 0.63
MP Mus 200.53 –69.64 11.60 ± 0.20 7.20 ± 1.65
RX J1147.7–7842 176.95 –78.70 16.10 ± 0.90 18.52 ± 3.40
RX J1149.8–7850 177.38 –78.85 13.40 ± 1.30 14.56 ± 1.60
T Cha 179.31 –76.36 18.00 ± 2.00 17.31 ± 2.63
HD 104036 179.65 –77.83 12.60 ± 0.50 13.55 ± 0.61
RX J1159.7–7601 179.93 –76.02 13.00 ± 3.70 12.68 ± 0.61
HD 104467 180.41 –78.99 12.81 ± 0.96 13.10 ± 0.81
RX J1202.1–7853 180.51 –78.88 17.10 ± 0.20 13.91 ± 1.62
RX J1204.6–7731 181.15 –77.53 10.40 ± 2.00 12.96 ± 4.45
RX J1207.7–7953 181.95 –79.88 15.00 ± 0.70 13.71 ± 2.77
HD 105923 182.91 –71.18 14.34 ± 1.06 14.26 ± 0.69
RX J1216.8–7753 184.19 –77.89 14.00 ± 2.00 13.28 ± 7.23
RX J1219.7–7403 184.93 –74.07 13.86 ± 1.89 13.74 ± 1.49
MASS J12210499–71164 185.27 –71.28 11.44 ± 2.53 11.56 ± 0.68
RX J1239.4–7502 189.84 –75.04 13.62 ± 2.80 12.66 ± 0.59
CD–69 1055 194.61 –70.48 11.18 ± 1.67 10.68 ± 1.00
RX J1158.5–7754A 179.62 –77.91 14.02 ± 1.82 10.25 ± 1.26
RX J1150.9–7411 177.69 –74.19 15.00 ± 1.20
CXOU J115908.2–781232 179.78 –78.21 15.10 ± 0.20
MASS J12005517–78202 180.23 –78.34 10.70 ± 1.30
MASS J12014343–78354 180.43 –78.60 20.00 ± 0.60
CXOU J120152.8–781840 180.47 –78.31 16.50 ± 1.10
RX J1202.8–7718 180.73 –77.31 14.40 ± 0.60
USNO–B 120144.7–78192 180.43 –78.32 14.90 ± 1.10
HD 104237A 180.02 –78.19 13.52 ± 0.39

Примечание. (Vr ± s)G — лучевые скорости звезд из каталога Gaia DR3. 
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На рис. 4 дано вертикальное распределение звезд 
двух выборок и траектории их кинематических 
центров, вычисленные по звездам каждой выборки. 
На панели (a) хорошо видно, что звезды совсем не-
давно (~1 млн лет назад) сошлись вместе, а вот 
звезды на панели (б) занимали минимальный раз-
мер, по крайней мере, вдоль оси z около 8 млн лет 
назад, и демонстрируют в настоящий момент рас-
ширение.

На рис. 5 даны зависимости скоростей U, V, W от 
координат x, y, z для выборки из 9 звезд, отобранных 
при условии z > -25 пк. На панелях (a) и (i) красными 
линиями показаны найденные по этим данным ме-
тодом наименьших квадратов зависимости, соот-
ветствующие градиентам ∂U/∂x = 159±36 км/с/кпк 
и ∂W/∂z = 120 ± 14 км/с/кпк. Указаны границы до-
верительных областей, соответствующих уровню 1s. 
Других значимо отличающихся от нуля градиентов 
по этим звездам не обнаружено. На основе соотно-
шения (4) с использованием двух найденных гради-
ентов можем оценить коэффициент угловой скоро-
сти расширения этой звездной группировки в плос-
кости xz: 

	 = 135 19 км с кпк,xzK ± 	 (6)
и найти промежуток времени, прошедший от начала 
расширения звездной системы до настоящего мо-
мента, t  = 977.5/Kxz: 

	 = 7.2 1.0 млн лет.t ± 	 (7)
На рис. 6 даны зависимости скоростей U, V, W от 

координат x, y, z для выборки из 17 звезд, отобранных 
при условии z < -25 пк. По звездам этой выборки 
методом наименьших квадратов был найден только 
один значимо отличающийся от нуля градиент, 
∂W/∂z = 707 ± 248 км/с/кпк. Соответствующая зави-
симость дана красной линией на рис. 6(и), где до-
верительная область не показана, так как она слиш-
ком широка. Соответствующее значению этого 
градиента время, прошедшее от начала расширения 
вдоль оси z звездной системы до настоящего мо-
мента, составляет: 
	 = 1.4 0.5 млн лет.t ± 	 (8)

На рис. 7 даны орбиты выборки из 9 звезд 
с z > -25 пк, построенные для двух вариантов кине-
матического центра. На рис. 7(a) использованы па-

Рис. 4. Вертикальное распределение 17 звезд с z < –25 пк и их траектории (a), 9 звезд с z > –25 пк и их траектории (б). 
Траектории кинематических центров, которые вычислены по звездам этих выборок, показаны зеленым цветом.

Рис. 3. Зависимости скоростей U (a), V (б) и W (в) от координаты z для 26 звезд ассоциации e Cha.
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раметры кинематического центра, вычисленные по 
9 звездам выборки. На рис. 7(б) были использованы 
параметры кинематического центра, вычисленные 
по всем 26 звездам ассоциации. В обоих случаях 
хорошо виден прогиб линии средних значений в 
районе 5 млн лет, а в случае рис. 7(б) прогиб более 
отчетливый. Однако на панели (a) меньшие значе-
ния дисперсий в каждом интервале. Анализ пока-
занных на рисунке средних значений и их дисперсий 
дает возможность оценить момент времени, при 
котором размер звездной системы в прошлом был 
минимальным. В итоге было найдено значение 

	 = 4.9 0.8 млн лет.t ± 	 (9)
Здесь ошибка момента t была найдена в резуль-

тате статистического моделирования методом 
Монте-Карло. При этом предполагалось, что орбиты 
звезд построены с ошибками 10%, распределенными 
по нормальному закону.

На рис. 8 даны орбиты выборки из 17 звезд с 
z < -25 пк. Из анализа показанных на рисунке сред-
них значений и их дисперсий получена величина 

промежутка времени, прошедшего с того момента, 
когда размер системы был минимальным: 

	 = 0.2 0.3 млн лет.t ± 	 (10)
Так же как и при вычислении результата (9), 

ошибка момента t была найдена в результате стати-
стического моделирования методом Монте-Карло 
в предположении о том, что орбиты звезд построены 
с ошибками 10%, распределенными по нормальному 
закону. Наибольший интерес представляет именно 
эта группировка молодых звезд, так как найденные 
для них оценки (8) и (10) сильно отличаются от ре-
зультатов оценок характерного возраста ассоциации 
e Cha, 5–7 млн лет, полученных другими авторами 
(отмечены нами во Введении).

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Изучена выборка из вероятных членов ассо-

циации e Cha. На основе списка звезд-кандидатов 
из работы [1] составлена рабочая выборка из 26 
звезд. Эти звезды снабжены тригонометрическими 
параллаксами, собственными движениями из ката-

Рис. 5. Зависимости скоростей U, V, W от координат x, y, z для выборки из 9 звезд с z > -25 пк (б).
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лога Gaia DR3, а также лучевыми скоростями, взя-
тыми из литературных источников.

Для оценки кинематического возраста ассо-
циации e Cha были: a) построены орбиты звезд назад 
в прошлое и определен момент, когда звездная груп-
пировка имела минимальный пространственный 
размер; б) построены зависимости наблюдаемых 
скоростей U, V, W от координат x, y, z с целью выяв-
ления эффекта расширения. Это дало возможность 
получить оценки возраста ассоциации двумя спо-
собами, оба из которых являются кинематическими.

При анализе звездных траекторий и зависимостей 
скоростей от координат было установлено, что ис-
ходная выборка делится на две части. Как оказалось, 
обе части обладают различными кинематическими 
свойствами.

В первую выборку вошли 9 звезд. На основе по-
строения орбит звезд назад в прошлое для этих звезд 
получена оценка возраста t = 4.9 ± 0.8 млн лет (ре-
зультат (9)). Анализ зависимостей скоростей U, V, W 
от координат x, y, z показал наличие расширения 

в плоскости xz с величиной Kxz = 135 ± 19 км/с/кпк, 
на основе которого найден промежуток времени, 
прошедший от начала расширения звездной системы 
до настоящего момента t = 7.2 ± 1.0 млн лет (резуль-
тат (7)). Видим, что обе оценки хорошо согласуются 
между собой в пределах найденных ошибок.

Во вторую выборку вошли 17 звезд. На основе 
построения орбит звезд назад в прошлое для этих 
звезд получена оценка возраста t = 0.2 ± 0.3 млн лет 
(результат (10)). Анализ зависимостей скоростей 
U, V, W от координат x, y, z показал наличие одного 
градиента, который описывает расширение вдоль 
оси z с величиной ∂W/∂z = 707 ± 248 км/с/кпк, на 
основе которого найден промежуток времени, про-
шедший от начала расширения этой части ассо-
циации e Cha до настоящего момента t = 1.4 ± 0.5 млн 
лет (результат (8)). Видим и здесь неплохое согласие 
оценок, полученных двумя методами.

В нашей выборке использованы координаты и 
скорости звезд, измеренные с высокой точностью. 
При этом с разницей в несколько s получены раз-

Рис. 6. Зависимости скоростей U, V, W от координат x, y, z для выборки из 17 звезд с z < -25 пк (б).
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личные оценки возраста для двух группировок. 
Можно предложить два сценария для объяснения 
полученных результатов. В первом случае представ-
ляется возможным вариант, когда ассоциация e Cha 
состоит из двух независимых частей разного воз-
раста. Во втором варианте обе группировки имеют 
общую длительную эволюцию, но более молодая 
могла возникнуть в результате недавней вспышки 
звездообразования. Оба этих сценария не противо-
речат тому, что звездные ассоциации имеют слож-
ную иерархическую структуру [22, 23].

Отметим, например, что на ранних стадиях фор-
мирования звездные скопления могут подвергаться 
быстрой динамической эволюции, приводящей 

к сильным гравитационным воздействиям и выбросу 
«убегающих» звезд. Процессы потери звезд в окрест-
ности звездного скопления NGC 1976 (ONC) рас-
смотрены в работе [24]. В работе [25] с помощью 
расчетов пространственного движения звезд в прош-
лые эпохи было сообщено об открытии «старой» 
звездной «реликтовой нити», связанной с областью 
звездообразования в Орионе.

Расчеты пространственных движений газовых 
облаков Орион А и Орион Б показали, что они рас-
полагались рядом друг с другом около 6 млн лет 
назад, а сейчас удаляются радиально из примерно 
одной и той же области космоса [26]. В работе [27] 
опубликовано исследование трехмерной структуры, 

Рис. 7. Зависимость параметра q от времени для выборки из 9 звезд с z > -25 пк, орбиты которых построены с исполь-
зованием кинематического центра, вычисленного по этим 9 звездам (a), и с параметрами кинематического центра, 
полученными по всем 26 звездам ассоциации (б).

Рис. 8. Зависимость параметра q от времени выборки из 17 звезд с z < -25 пк, орбиты которых построены с исполь-
зованием кинематического центра, вычисленного по этим 17 звездам (a), и с параметрами кинематического центра, 
полученными по всем 26 звездам ассоциации (б).
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кинематики и возрастного распределения ассо-
циации Орион на основе данных Gaia DR2.
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IS THE YOUNG STAR ASSOCIATION e Cha DOUBLE?
V. V. Bobyleva, A. T. Bajkovaa 

aCentral Astronomical Observatory of the Russian Academy of Sciences, Pulkovo, Russia

The kinematics of the e Cha young stellar association close to the Sun has been studied based on a list of candidate 
stars from the Dickson-Vandervelde work. The working sample consists of 26 stars with parallaxes, proper motions 
from the Gaia DR3 catalog and radial velocities taken from literary sources. The orbits of the stars back to the 
past were constructed, and the moment when the association had a minimum spatial size was determined, as well 
as an analysis of the dependencies of the velocities U, V, W on the coordinates x, y, z was carried out. It is shown 
that the initial sample is divided into two parts with different kinematic properties. The first sample included 
9 stars. Based on the construction of the orbits of these 9 stars, an age estimate of t  = 4.9 ± 0.8 million years was 
obtained. An expansion coefficient in the xz plane with the value Kxz = 135±19 km/s/kpc was also found for them, 
on the basis of which another age estimate t  = 7.2 ± 1.0 million years was obtained. The second sample included 
17 stars. The construction of their orbits gave an estimate of age t  = 0.2 ± 0.3 million years, and based on the 
gradient dW/dz = 707 ± 248 km/s/kpc, a second estimate of their age t  = 1.4 ± 0.5 million years was obtained. This 
suggests that the e Cha association either consists of two groupings of different ages, or a younger one arose as a 
result of a recent outbreak of star formation within a common star system. The question of the gravitational 
connection of the groupings has not been considered in the framework of this work.
Keywords: stellar associations, kinematics, e Cha association, star formation

АСТРОНОМИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 101  № 3  2024

232	 БОБЫЛЕВ, БАЙКОВА



233

АСТРОНОМИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ, 2024, том 101, № 3, с. 233–243

ЗОНДИРОВАНИЕ ИОНОСФЕРЫ ИМПУЛЬСАМИ  
ПУЛЬСАРА B2016+28 НА ЧАСТОТЕ 324 МГц

© 2024 г.  М. С. Бургин1,*,  М. В. Попов1,**
1Астрокосмический центр Физического института им. П. Н. Лебедева  

Российской академии наук, Москва, Россия  
*E-mail: mburgin@asc.rssi.ru

**E-mail: popov069@asc.rssi.ru

 Поступила в редакцию 22.11.2023 г. 
После доработки 04.01.2024 г. 
Принята в печать 29.01.2024 г.

С использованием данных наземно-космических РСДБ наблюдений из архива проекта РадиоАстрон 
вычислены вызываемые ионосферой фазовые искажения кросс-спектра и исследовано их влияние на 
результаты определения функции видности. В качестве наземной станции интерферометра использовалась 
300-метровая антенна обсерватории Аресибо. Отделение ионосферных искажений фазы от влияния 
межзвездной и межпланетной среды и инструментальных погрешностей основано на различных частотных 
и временных зависимостях этих эффектов. Амплитуда ионосферных вариаций фазы, вызванных 
флуктуациями электронной плотности в ионосфере над радиотелескопом в Аресибо, составляет несколько 
радиан за наблюдательный сеанс продолжительностью около одного часа. Структурная функция вариаций 
фазы указывает на непрерывный спектр мощности флуктуаций электронной плотности на характерных 
временах 2–5 мин без ярко выраженных признаков квазипериодических процессов. При наблюдениях 
пульсаров такие ионосферные флуктуации фазы приводят к расширению максимума амплитуды функции 
видности как функции остаточной частоты интерференции на 5–10 мГц с уменьшением значения 
в максимуме на ≈10%. При построении изображений радиогалактик и квазаров по наземным РСДБ 
наблюдениям подобные фазовые сдвиги могут существенно искажать конечные результаты.
Ключевые слова: пульсары, мерцания, межзвездная среда, ионосфера

DOI: 10.31857/S0004629924030044   EDN: KJTMND

1. ВВЕДЕНИЕ
Среда между наземными радиотелескопами и 

космическими радиоисточниками оказывает сильное 
влияние на распространение излучения от этих 
источников. Взаимодействие радиоволн с неодно-
родностями среды вызывает целый ряд эффектов, 
влияющих на результаты интерферометрических 
измерений со сверхдлинными базами (РСДБ): реф-
ракцию, которая приводит к изменению направления 
распространения излучения и, тем самым, смещению 
видимого положения источника, и рассеяние, вы-
зывающее размытие изображения компактных 
источников и флуктуации их яркости — мерцания.

Одной из основных научных задач наземно-кос-
мического радиоинтерферометра РадиоАстрон [1] 
являлись наблюдения пульсаров. Эти наблюдения 
проводились в основном на частоте 316 МГц. По-
скольку излучающие области пульсаров не разре-
шаются даже на максимальных проекциях базы 
РадиоАстрона, то при интерпретации результатов 
этих наблюдений пульсары можно считать точеч-
ными источниками, а наблюдаемая структура изо-
бражения полностью определяется влиянием среды. 
При этом в процессе наблюдений на частотах ниже 

1 ГГц основные искажения возникают при прохож-
дении излучения через ионизованные компоненты 
среды: межзвездную плазму, плазму солнечного 
ветра и ионосферу.

Описание основных эффектов, вызываемых рас-
сеянием излучения пульсаров на неоднородностях 
межзвездной плазмы (временная и частотная моду-
ляция потока, затягивание импульсов и т.п.), можно 
найти в обзорах Рикетта [2, 3]. Основные параметры 
межзвездных мерцаний — полоса декорреляции Dfdif 
и характерное время мерцания Dtdif — определяются 
характеристиками межзвездной среды на луче зре-
ния, меняются в широких пределах для разных объ-
ектов и для ряда пульсаров показывают заметную 
переменность.

Основной эффект, вызываемый влиянием неод-
нородностей плазмы солнечного ветра на распро-
странение излучения компактных радиоисточников, 
это межпланетные мерцания, т.е. флуктуации по-
тока, вызванные рассеянием. Описание результатов 
наблюдений межпланетных мерцаний и сделанных 
на их основе выводов о параметрах флуктуаций 
электронной плотности в солнечном ветре можно 
найти в работах [4, 5].

 



Существенное влияние на результаты РСДБ на-
блюдений на низких частотах оказывают фазовые 
искажения, возникающие при прохождении ради-
оволн через ионосферу. Изучение этих искажений 
необходимо для корректной интерпретации наблю-
дательных данных об астрономических объектах, а 
также позволяет получить информацию о процессах, 
происходящих в ионосфере над телескопами, участ-
вующими в наблюдениях.

Ионосферные эффекты, влияющие на распро-
странение радиоволн, изучались во многих публи-
кациях различными методами. Обзор работ по этой 
тематике можно найти, например, в работе [6]. При-
менение РСДБ к рассматриваемой проблеме опи-
сано Чжи-Ханом и Йонгом [7], Хобигером, Кондо 
и Шухом [8] и Хейнкельманном, Хобигером и 
Шмидтом [9]. В работе Журавлева с соавторами [10] 
можно найти более современный обзор публикаций, 
касающихся влияния ионосферы на распростране-
ние радиосигналов.

В контексте наземно-космических РСДБ наблю-
дений влияние ионосферной и межпланетной 
плазмы впервые обсуждалось Денисоном и Бусом 
[11] еще в 1987 г. при обсуждении международной 
программы создания наземно-космического ради-
оинтерферометра. Они рассмотрели целесообраз-
ность установки на борту космического телескопа 
приемника диапазона 327 МГц в связи с искажени-
ями, вызываемыми неоднородностями в ионосфере 
и в солнечном ветре.

Были выделены три типа ионосферных вариаций: 
медленные суточные изменения, движущиеся ио-
носферные возмущения, и быстрые случайные флук-
туации электронной плотности, и изучено влияние, 
оказываемое зависимостью фазовых искажений от 
частоты и от времени на амплитуду функции вид-
ности. Расчеты показали, что поскольку в рассмат-
риваемом диапазоне ионосферные искажения слабо 
зависят от частоты, то при наблюдениях в зените 
вызываемой ими частотной декорреляцией можно 
пренебречь в полосе частот до 18 МГц в дневное 
время и в полосе до 58 МГц в ночное время. По 
приведенным в [11] оценкам медленные суточные 
вариации электронной плотности в ионосфере дают 
размытие функции видности по частоте интерфе-
ренции в пределах 20 мГц, а вклад случайных флук-
туаций пренебрежимо мал (<<1 радиана). Заметное 
влияние на амплитуду функции видности могли бы 
оказать, по мнению авторов, только движущиеся 
ионосферные возмущения, которые возникают при 
определенных геофизических явлениях, связанных 
с большим энерговыделением (магнитные бури, 

грозовые штормы и проч.). Характерное время этих 
возмущений составляет от нескольких минут до 
десятков минут.

Также в работе [11] было изучено влияние неод-
нородностей солнечного ветра, ответственных за 
межпланетные мерцания, на результаты РСДБ на-
блюдений. Оценка искажений фазы флуктуациями 
плотности межпланетной плазмы для использован-
ной в этой работе конфигурации наземно-космиче-
ского интерферометра дала значение 0.3 рад при 
наблюдениях в антисолнечной полусфере.

В рамках проекта РадиоАстрон [1] проведены 
многочисленные РСДБ наблюдения пульсаров с 
наземно-космическими базами, и их результаты 
подтвердили предсказания Денисона и Буса. Шишов 
с соавторами [12] при наблюдениях пульсара 
В1919+21 на базе Грин Бэнк-Вестерборк обнару-
жили заметные периодические вариации фазы гар-
моник кросс-спектра с характерным периодом ≈ 70 с. 
По их оценкам, эти вариации не оказывают суще-
ственного влияния на результаты измерения 
функции видности на наземно-космических базах.

Журавлев с соавторами [10] целенаправленно 
оценили влияние ионосферы на результаты РСДБ 
наблюдений пульсара В0950+08 с наземно-косми-
ческим интерферометром РадиоАстрон. Авторы 
обнаружили значительные синхронные получасовые 
вариации полного содержания электронов (ПСЭ) 
в ионосфере на межконтинентальном расстоянии 
между станциями Аресибо и Вестерборк. Оказалось, 
что значения ПСЭ в обнаруженных структурах при-
мерно в два раза превышают значения ПСЭ вне этих 
структур. По предварительному анализу, обнару-
женные структуры наблюдались во время геомаг-
нитной бури.

Попов с соавторами [13] обнаружили заметные 
квазипериодические вариации фазы сцинтилей 
в кросс-спектре пульсара В0329+54 на базе между 
космическим радиотелескопом и 110-м радиотеле-
скопом обсерватории Грин Бэнк с характерными 
временны`ми масштабами 12 и 10 минут и амплиту-
дами до 6.9 радиан. Наблюдения проводились в диа-
пазоне частот 316–332 МГц в часовых сеансах 26, 
27, 28 и 29 ноября 2012 г. с постепенно возрастаю-
щими проекциями базы в 60, 90, 180 и 240 тысяч 
километров. В двух сеансах из четырех обнаружены 
квазипериодические фазовые вариации. Авторы 
связывают эти изменения с влиянием перемеща-
ющихся ионосферных возмущений среднего мас-
штаба. Измеренная амплитуда соответствует вари-
ациям вертикального полного содержания элект-
ронов в ионосфере около 0.1×1016 м–2. Такие изме-
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нения заметно ограничили бы время когерентного 
интегрирования при РСДБ-исследованиях ком-
пактных радиоисточников.

В настоящей работе мы продолжаем анализ 
влияния ионосферных возмущений на результаты 
наземно-космической радиоинтерферометрии, ис-
пользуя данные, полученные при наблюдениях пуль-
сара B2016+28 в проекте РадиоАстрон.

2. ТЕОРЕТИЧЕСКОЕ ВВЕДЕНИЕ, 
НАБЛЮДЕНИЯ И ПРЕДВАРИТЕЛЬНАЯ 

РЕДУКЦИЯ РЕЗУЛЬТАТОВ ИЗМЕРЕНИЙ 
Результаты интерферометрических наблюдений 

межзвездного рассеяния обычно представляются в 
виде динамического кросс-спектра 

	 ( ) ( )*= , , ,A BZ E f t E f t  	 (1)

где ( , )AE f t  и ( , )BE f t  — Фурье-компоненты элект-
рических полей сигналов, принимаемых на станциях 
A и B, верхний индекс * означает комплексное со-
пряжение, а 〈...〉 — усреднение по времени. Ионос-
ферные эффекты не влияют на амплитуду поля сиг-
нала, так что источником информации о них может 
служить только фаза кросс-спектра.

Из (1) видно, что фаза Z равна разности фаз при-
нимаемых на станциях сигналов. Если все наблю-
дения проводятся с поверхности Земли, то разделить 
вклады в вариации фазы кросс-спектра, относящи-
еся к разным телескопам, можно только с привле-
чением дополнительной информации. Такое разде-
ление становится тривиальным в том случае, когда 
одно из плеч интерферометра вынесено в космос, 
так как в этом случае фазовые искажения зависят 
только от состояния ионосферы над наземной стан-
цией.

В настоящей работе использованы результаты 
наблюдений, проведенных 22 мая 2015 г. в полосе 
316–332 МГц. Полное описание эксперимента при-
ведено в работе [14], там же путем анализа динами-
ческого спектра, полученного на наземном теле-
скопе, рассчитаны значения полосы декорреляции 
Dfdif = 43 ± 2 кГц и времени мерцания Dtdif = 2125 с. 
Ионосферные вариации фазы оценивались путем 
обработки измерений, полученных на базе КРТ-
Аресибо в левой круговой поляризации.

2.1. Корреляционная обработка и предварительное 
усреднение сигнала

При корреляционной обработке, которая прово-
дилась с помощью описанного в работе [15] корре-
лятора АКЦ ФИАН, полоса разбивалась на 4096 

каналов шириной Dcf ≈ 3.91 кГц, а интервал по вре-
мени выдачи данных коррелятора (время опроса) 
был равен периоду пульсара и составлял Dct ≈ 0.56 с 
при полной продолжительности наблюдений 55 мин. 
Накопление результата корреляции (время интег-
рирования) осуществлялось в двух окнах в периоде 
пульсара: в «сигнальном» окне, включающем основ-
ной импульс, и в «шумовом» окне вне импульса, 
которое использовалось для оценки вклада шумов 
системы в наблюдаемый сигнал; длительность каж-
дого окна составляла 28 мс. Авто-спектр, получен-
ный в шумовом окне на телескопе в Аресибо, ис-
пользовался для очистки обрабатываемых данных 
от помех. Частотные каналы с номерами 992–1048 
и 1472–1548, в которых на Аресибо регистрировался 
интенсивный, сильно переменный сигнал вне им-
пульса, были полностью исключены из обработки.

Далее для увеличения отношения сигнал/шум 
полученные на выходе коррелятора динамические 
кросс-спектры были усреднены по времени с про-
должительностью интервала усреднения 
Dat = 16Dct ≈ 8.96 с и по частоте с полосой усреднения 
Daf = 8Dcf ≈ 31.3 кГц. Ниже для краткости для области 
усреднения динамического кросс-спектра будет ис-
пользоваться термин «пиксель». Усредненный 
кросс-спектр в сигнальном окне представляет собой 
функцию Z  (a)(  j, k), где j  = 1...512 и k  = 1...325 — но-
мера интервалов усреднения по частоте и времени 
соответственно. Результаты вычисления Z (a) проил-
люстрированы на верхнем графике рис. 1.

На рисунке цвет каждого пикселя определяется 
фазой кросс-спектра arg (Z(a)), а яркость — его мо-
дулем |Z (a)|. Горизонтальные черные полосы соот-
ветствуют межскановым промежуткам, а вертикаль-
ные — частотам, выброшенным из обработки из-за 
помех на наземной станции. Размеры пикселя вы-
браны так, чтобы выполнялись неравенства Daf  < Dfdif 
и Dat  < Dtdif и усреднение не искажало заметным 
образом картину переменности динамического 
кросс-спектра, вызванную межзвездными мерца-
ниями.

Для оценки ошибок, вносимых шумами системы, 
описанный выше алгоритм предварительного усред-
нения был применен к динамическому кросс-спек-
тру, полученному при корреляции сигнала вне им-
пульса пульсара. Статистический анализ получен-
ного таким образом шумового кросс-спектра сис-
темы показал, что его действительная и мнимая 
части, как и следовало ожидать при нормальном 
функционировании аппаратуры, являются незави-
симыми нормально распределенными случайными 
величинами. Среднеквадратичное отклонение этих 
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случайных величин, обозначенное ниже как s(t, f  ), 
не зависит от времени t, но заметно меняется с час-
тотой f (см. рис. 2). 

2.2. Вариации фазы в сцинцилях 

Общая картина распределения яркости в приве-
денном на рис. 1 динамическом кросс-спектре ана-
логична распределению яркости в динамическом 
авто-спектре, полученном в [14] по измерениям 
в Аресибо: в обоих спектрах наблюдается ряд сцин-

цилей — областей повышенной яркости — с време-
нем жизни, сравнимым с продолжительностью се-
анса, и практически не дрейфующих по частоте.

Сцинцили, наблюдаемые в динамических 
спектрах, являются одним из проявлений микро-
структуры дисков рассеяния. Поскольку наблюдения 
на больших наземно-космических базах могут раз-
решать спеклы (элементы микроструктуры) в диске 
рассеяния, вклады индивидуальных спеклов в на-
блюдаемый кросс-спектр могут иметь разные фазы. 
Соответственно, фаза функции видности может быть 
различна для сцинцилей, формируемых излучением 
разных спеклов.

То, что фаза Z (a) действительно сильно меняется 
от cцинциля к сцинцилю, легко видеть на рис. 1. 
Более тщательный анализ показывает также, что 
внутри почти всех сцинцилей фаза слабо зависит от 
частоты. Исключением являются несколько наи-
более протяженных по частоте сцинцилей. По-ви-
димому, эти протяженные сцинцили являются на-
ложением двух или более случайно совпавших по 
частоте сцинцилей, которые имеют разную фазу, т. 
к. формируются излучением различных спеклов.

В дальнейшем анализе использовались резуль-
таты измерений в M = 20 выделенных сцинцилях, 
которые аппроксимировались прямоугольниками

l u( ) ( )j s j j s≤ ≤ , l u( ) ( )k s k k s≤ ≤  в усредненном 
кросс-спектре. Здесь и далее индекс s = 1,...,M иден-
тифицирует сцинциль.

Для каждого выделенного сцинциля были вычи-
слены усредненные по сечению t  = const кросс-спек-
тры 

Рис. 1. Верхний график — наблюдаемый динамиче-
ский кросс-спектр на базе RA-AR. Для каждой точки 
кросс-спектра усредненное комплексное значение 
Z(a)(  f,t) отображается в точку единичного цветового 
круга так, как это проиллюстрировано на нижнем 
графике, |Z  (a)|max — максимальное значение модуля 
кросс-спектра.

Рис. 2. Зависимость шума системы s от частоты.
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где Ls = ju(s) – j1(s) + 1 — протяженность сцинциля s 
по частоте в пикселях, k(t) — номер интервала усред-
ненения по времени, соответствующего времени t. 
Поскольку выделялись только сцинцили с малой 
протяженностью по частоте и фазой кросс-спектра, 
слабо меняющейся между низко- и высокочастот-
ными границами сцинциля, то внутри сцинциля s 
изменение фазы кросс-спектра полностью описы-
вается зависимостью Zs(k), а шум системы s(  f  ) 
можно считать постоянным и принять s(  f  ) = ss.

3. ВЫЧИСЛЕНИЕ ИОНОСФЕРНОГО ВКЛАДА 
В ФАЗУ КРОСС-СПЕКТРА 

Измереное значение кросс-спектра в сцинциле 
s может быть представлено в виде Zs(t) = Z(  fs,t) + zs(t), 
где Z — кросс-спектр сигнала, принимаемого ан-
теннами интерферометра, zs — ошибки измерений, 
fs — средняя частота сцинциля. Для дальнейшего 
анализа представим кросс-спектр в показательной 
форме Z(t) = |Z(t)| exp (ij(t)) и аналогично для Z (a)(t) 
и Zs(t).

Вариации Z вызываются собственной перемен-
ностью пульсара, межзвездными и межпланетными 
мерцаниями и ионосферными возмущениями, при-
чем изменение ионосферного содержания элект-
ронов не влияет на | Z(t) |, а собственная перемен-
ность пульсара на j(t). При наблюдениях вблизи 
зенита, как это имело место в нашем случае на Аре-
сибо, ионосферный сдвиг фазы дается соотноше-
нием [16, 17] 

	 e
atm 16 2

1 ГГц
= 8.45 sec ,

10 м

C
f-j - z 	 (3)

где z — зенитный угол пульсара, Ce — полное содер-
жание электронов (ПСЭ) в ионосфере, 

	 e e
0

= ( ) ,C n h dh
∞

∫ 	 (4)

а ne(h) — зависимость электронной плотности в ио-
носфере от высоты.

При наблюдениях, проводимых в узком диапа-
зоне частот, абсолютные измерения ионосферного 
сдвига фазы принципиально невозможны, по-
скольку значения j(a)(t), которые являются един-
ственным источником информации о переменности 
Ce, определяются неоднозначно, с точностью до 
слагаемого 2np, где n — неизвестное целое. Именно 
эта ситуация имеет место в рассматриваемом случае, 

так как B/f0  < 0.05, где B  = 16 МГц — ширина полосы, 
f0 = 324 МГц — центральная частота.

Если, однако, в качестве измеряемой величины 
рассматривать не саму фазу j(t), а ее производную 
dj(t)/dt, аппроксимируемую разделенной разностью 
между двумя последовательными измерениями, то 
при достаточно малом интервале между измерени-
ями указанная неоднозначность не влияет на ре-
зультат. Так как значения Z (a) измерялись с пе-
риодом ≈ 8.96 с, существенно меньшим, чем харак-
терное время изменения j(t), то 2pn-неоднознач-
ность легко разрешается при измерении dj(t)/dt.

Поскольку целью описываемых ниже расчетов 
будет оценка dj(t)/dt, то основными величинами, 
фигурирующими в дальнейшем анализе, будут 

	 ( ) ( ) ( ), =t t t tDj j - j′ ′′ ′ ′ 	 (5)
— изменение фазы истинного кросс-спектра между 
двумя моментами t ′ и t ″, и соответствующие непо-
средственно получаемые из измерений величины 

	 ( ) ( ) ( ), = .s s st t t tDj j - j′ ′′ ′′ ′ 	 (6)
Далее мы в основном будем рассматривать раз-

ность фаз для двух подряд идущих пикселей (t ″ и 
t ′= 8.96). Как правило, в этом случае для краткости 
аргументы t ′ и t ″ не будут указываться в явном виде.

3.1. Разделение вкладов ионосферы и межзвездной 
среды в вариации фазы 

Поскольку фаза кросс-спектра меняется не 
только из-за вариаций Ce, но и из-за межзвездного 
и межпланетного рассеяния, то для дальнейшего 
анализа представим изменение фазы на частоте 
сцинциля s в виде 

	 ( ) = ( ) ( ),s s sf f fDj q + h 	 (7)
где q — сумма вкладов ионосферы и межпланетной 
плазмы, а h — вклад межзвездной среды.

Природа физических процессов, определяющих 
значения q(  fs) и h(  fs), одна и та же — взаимодей-
ствие излучения пульсара с флуктуациями коэффи-
циента преломления, вызванными вариациями 
электронной плотности. Однако количественно 
решения уравнения переноса излучения, описыва-
ющие эти два слагаемых, отвечают двум противо-
положным асимптотическим режимам. А именно, 
в используемом нами диапазоне частот межзвездные 
мерцания пульсара B2016+28 описывается прибли-
жением сильного рассеяния, в то время как меж-
планетные и ионосферные эффекты описываются 
приближением слабого рассеяния. Для двух указан-
ных режимов рассеяния частотная зависимость 
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свойств рассеяного излучения сильно различается 
(см., напр., [3]), что и позволяет разделить вклад 
двух слагаемых в правой части (7).

Сильное рассеяние в межзвездной плазме вызы-
вает глубокую — c амплитудой почти 100% — моду-
ляцию сигнала как функции времени и частоты, что 
приводит к формированию сцинцилей в динамиче-
ских авто- и кросс-спектрах пульсаров (см. рис. 1). 
Индивидуальные сцинцили формируются излуче-
нием, приходящим из геометрически разнесенных 
и физически независимых областей межзвездной 
среды. Поэтому значения h(  fs) для различных зна-
чений индекса s являются независимыми случай-
ными величинами и усреднение по большому числу 
сцинцилей, наблюдаемых в динамическом кросс-
спектре пульсара B2016+28, позволяет уменьшить 

вклад, вносимый межзвездным рассеянием в изме-
рения Dj(  fs).

При слабом рассеянии характеристики рассеян-
ного излучения мало меняются внутри сравнительно 
узкого диапазона частот, используемого в описыва-
емых здесь наблюдениях. Поэтому усреднение по 
индивидуальным сцинцилям практически не влияет 
на вклад слагаемого q(  fs) в сумму (7).

Отделить аналогичным образом влияние рас-
сеяния на неоднородностях солнечного ветра от 
ионосферного вклада в значение q(  fs) невозможно, 
поскольку частотная зависимость слаба для обоих 
этих эффектов. Следующие соображения показы-
вают, однако, что в рассматриваемой в настоящей 
работе задаче влиянием межпланетной плазмы 
можно, по-видимому, полностью пренебречь.

Во-первых, поскольку плотность солнечного 
ветра убывает примерно как 1/r 2 с возрастанием 
расстояния от Солнца r, то все эффекты, связанные 
с межпланетным рассеянием, быстро убывают с 
увеличением углового расстояния наблюдаемого 
источника от Солнца и становятся крайне слабыми 
при наблюдениях в антисолнечной полусфере. По 
техническим ограничениям на ориентацию косми-
ческого радиотелескопа в проекте РадиоАстрон 
угловое расстояние между лучом зрения и Солнцем 
должно быть больше 90°; в нашем случае этот угол 
составлял ≈ 98°.

Во-вторых, ионосферные флуктуации и пере-
менность, связанная с неоднородностью солнечного 
ветра, имеют существенно различные временны`е 
характеристики. Это различие использовалось, 
в частности, в работе [18] для разделения ионосфер-
ных и межпланетных мерцаний в наблюдениях на 
телескопе LOFAR. Согласно [19], коэффициент 
корреляции плотности межпланетной плазмы как 
функции пространственных координат r близок 
к exp(–r 2/a2), где a  ≈ 250 км на орбите Земли. Это 
означает, что временная структурная функция флук-
туаций, вызванных межпланетной плазмой, в наших 
данных должна быстро выходить на асимптотиче-
ское постоянное значение при задержках 1 с. При-
веденные ниже (рис. 3) результаты показывают мо-
нотонный рост структурной функции вплоть до 
задержек ≈120 c, что свидетельствует о доминирую-
щем влиянии ионосферной составляющей и воз-
можности пренебречь влиянием межпланетных 
мерцаний в нашем рассмотрении.

В используемом нами диапазоне частот вблизи 
зенита q(  f   ) ∝ 1/f  и в силу малой относительной ши-
рины полосы отличия q(  f   ) от q(  f0) — значения на 
центральной частоте — не превышают 2.5% во всем 

Рис. 3. Верхний график: зависимость атмосферного 
вклада в вариацию фазы кросс-спектра jatm от вре-
мени (сплошная линия), его аппроксимация линей-
ными функциями времени на каждом скане (штри-
ховые линии) и значения r — среднеквадратичных 
отклонений линейной аппроксимации от наблюде-
ний. Нижний график: структурная функция Dj(t).
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диапазоне частот. Поэтому в первом приближении 
можно считать ионосферный вклад одинаковым для 
всех сцинцилей. Далее мы будем пользоваться этим 
приближением и полагать q(  f   ) = q.

Используемый далее алгоритм определения ио-
носферного вклада в вариации фазы состоит из двух 
шагов: (1) вычисление Djs индивидуально для каж-
дого выделенного сцинциля и (2) оценка q путем 
усреднения полученных значений Djs для каждого 
момента времени t по всей совокупности тех сцин-
цилей, у которых t входит в период существования.

Скорости изменения фаз индивидуальных сцин-
цилей легко находятся непосредственно из наблю-
дательных данных c помощью формул (2) и (6), они 
оказались заключенными в основном в интервале 
±0.1 рад/с. Это соответствует модулю изменения 
фазы за время Dat меньшему, чем 0.9 рад, так что 2p-
неоднозначность не влияет на дальнейший анализ.

Для уменьшения погрешностей, вызываемых 
шумом системы и влиянием межзвездного рас-
сеяния, необходимо усреднение значений Djs, вы-
численных для индивидуальных сцинцилей. Про-
цедура усреднения, однако, представляет некоторые 
трудности и требует применения нестандартного 
подхода.

3.2. Оценка q по значениям Djs

Одним из первоисточников трудностей, возника-
ющих при оценке q путем усреднения по сцинцилям 
измеренных значений Djs, является то, что значения 
| Z  | сильно меняются как от сцинциля к сцинцилю, 
так и в зависимости от времени. Как следствие, 
влияние шумового компонента на Djs меняется в 
широких пределах, что необходимо учитывать при 
усреднении. Если ошибки индивидуальных измере-
ний различаются, то обычный подход состоит в том, 
что усреднение производится с весами.

В стандартной ситуации оптимальным является 
приписывание каждому измерению Djs в индивиду-
альном сцинциле веса vs = 1/(D(Djs)). Здесь и далее 
Dx обозначает дисперсию случайной величины x.

Однако в нашем случае такой подход не приме-
ним. Дело в том, что стандартные статистические 
методы ориентированы на анализ случайных вели-
чин и процессов, принимающих значение в евкли-
довом пространстве. Так как значение фазы опре-
деляется лишь по модулю 2p, то областью значений 
случайного процесса, описывающего ее перемен-
ность, является окружность. Вследствие этого ста-
тистический анализ вариаций фазы требует приме-
нения специализированных методов. Ниже рассмат-

ривается один из возможных подходов к решению 
этой задачи.

Прежде всего, для фиксированного момента вре-
мени изучим влияние шума системы на точность 
аппроксимации j(  fs) — фазы истинного кросс-спек-
тра в сцинциле s — значением js = arg(Zs), где Zs 
определено в (6).

Если выполняется условие | Z  | >> ss, т.е. при сиг-
нале в импульсе большем по сравнению с уровнем 
шума, то Z ≈ Zs и ошибка определения фазы мала. 
В этом случае тем фактом, что область значений 
случайной величины j(  fs) – js является окружность, 
а не множество действительных чисел, можно пре-
небречь, и применить стандартный подход. Дис-
персия вносимой шумом ошибки определения фазы 
в этом пределе дается выражением 

	 ( )22D / 1,s s s sL Zφ ≈ s  	 (8)

и в выражения для различных взвешенных средних 
значение Zs входит с весом 

	 2 2= / .s s s sw L Z s 	 (9)

Если условие (8) выполняется для всех сцинци-
лей, учитываемых при расчете ионосферного сдвига 
фазы, то применима стандартная процедура усред-
нения с весами. А именно, можно положить   

	
1

= ,s s
s

v
u

q Dφ∑ 	 (10)
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1 1 1

=
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+
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и 

	 = .s
s

u v∑ 	 (12)

Если же в усреднении участвуют сцинцили, для 
которых условие (8) не выполняется, то стандартные 
методы оценки параметров случайных распределе-
ний неприменимы. Это проявляется, в частности, 
в том, что в предельном случае когда Z  →  0 и, сле-
довательно, Zs ≈ zs, веса, вычисленные в соответствии 
с (9), не уменьшаются. Как следствие, в усреднении 
участвуют измерения, содержащие только шум, что 
уменьшает точность результатов.

Для минимизации влияния измерений с низким 
отношением сигнал/шум алгоритм вычисления ве-
сов должен быть модифицирован. При анализе на-
блюдений пульсара B0329+54 в [13] эта задача ре-
шалась путем отбора для обработки только самых 
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сильных импульсов. В наших обозначениях исполь-
зованный в указанной работе алгоритм эквивален-
тен тому, что веса вычисляются по формуле 
ws = H(| Zs | – | Z |th), где H — функция Хевисайда, 
| Z |th — некоторое пороговое значение, обеспечива-
ющее выполнение условия (8).

В наблюдениях, обрабатываемых в настоящей 
работе, доля измерений, для которых условие (8) 
выполняется, слишком мала. Поэтому необходимо 
использовать многочисленные отсчеты с низким 
уровнем сигнала, компенсируя малую индивидуаль-
ную точность каждого отдельного измерения усред-
нением по их большому числу. Алгоритмически эта 
задача решается использованием в (10) вместо (9) 
надлежащим образом выбраной функции ws(Zs).

Для выбора ws(Zs) можно использовать следу-
ющие соображения. При Zs → ∞, как указано выше, 
для оптимальной функции ws(Zs) должно асимпто-
тически выполняться равенство (9). В противопо-
ложном случае малого по сравнению с шумом сиг-
нала, т.е. при выполнении условия 

	 Z s 	 (13)
оптимальным является ws = 0. Поскольку непосред-
ственно измеряемой величиной является Zs = Z  + zs, 
то установить, что условие (13) выполняется, можно 
только с той или иной степенью вероятности, про-
веряя гипотезу Z = 0 с помощью какого-либо стати-
стического критерия. При этом для подавления 
вклада сильно зашумленных измерений с | Z | << s 
следует в функцию ws(Zs) ввести фактор, стремя-
щийся к нулю для тех измерений, у которых исполь-
зуемый критерий принимает проверяемую гипотезу 
на больших уровнях значимости.

Если гипотеза Z = 0 верна, то Zs = zs, сумма 
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распределена как c2
2Ls

, и для проверки гипотезы о ма-
лости отношения сигнал/шум мы использовали 
критерий c2. Для расчета весов значений фазы из-
меренных в индивидуальных сцинцилях использо-
валось выражение: 

	 ( )( )2 2 2= 2 max 0, ( ) 1 2 | | / ,s s s s sw P X L Z- s 	 (15)

где P(Xs
2) — вероятность того, что случайная вели-

чина с функцией распределения c2
2Ls

принимает зна-
чение, меньшее Xs

2. При этом для Xs
2 → ∞ асимпто-

тически выполняется равенство (9). Измерения Zs 
с настолько малыми значениями Xs

2, что гипотеза 
Z  = 0 принимается на уровне значимости a = 0.5, 

считаются не несущими полезной информации. Для 
них ws = 0, и тем самым они исключаются из рас-
смотрения.

После того, как веса ws индивидуальных измере-
ний js вычислены согласно (15), расчет q(t) прово-
дится так же, как и в случае применимости стан-
дартного подхода, с помощью уравнений (10).

3.3. Вычисление структурных функций фазы  
и ее производной 

Дальнейшее изучение статистических свойств 
q(t) выполнялось методом, близким к использован-
ному в работе [13] и основанном на оценке времен-
нoй структурной функции производной фазы 

	 ( )2( ) = , ,D t tq ′ ′′t d 	 (16)

где ( ) ( ) ( ), =t t t td q - q′ ′′ ′′ ′ , а 〈...〉 обозначает усредне-
ние по всем парам измерений ( )t ′′q , ( )t ′q  с = .t t- t′′ ′  
В отличие от [13], усреднение в (16) проводилось 
с учетом неравноточности измерений q.

Построить алгоритм усреднения с весами, по-
добный тому, который описывается уравнениями 
(10) и (15), в данном случае невозможно по двум 
причинам. Во-первых, из-за квадратичной зависи-
мости структурной функции от индивидуальных 
значений q(t) нельзя воспользоваться аналогией 
с результатами для линейных статистических моде-
лей. Во-вторых, наблюдаемые различия d(t ′, t ″) при 
одних и тех же значениях t ″ – t ′ = t, но различных 
значениях t ′ связаны не только с ошибками изме-
рений, но и с реальной переменностью ионосфер-
ного вклада в фазу кросс-спектра, причем сколько-
нибудь детальное статистическое описание этой 
переменности отсутствует.

Из-за указанных трудностей при расчете Dq(t) 
веса, приписываемые при усреднении в (16) инди-
видуальным значениям d2(t ′, t ″), выбирались про-
стейшим способом, отражающим качественную 
зависимость погрешности d2(t ′, t ″) от погрешностей 
q(t ″) и q(t ′). А именно, значению d2(t ′, t ″) приписы-
вался вес min( ( ), ( ))u t u t′ ′′ , где u(t) определено в (10). 
Результаты расчетов Dq(t) по описаному выше ал-
горитму показали, что в отличие от аналогичной 
структурной функции, полученной в [15], здесь не 
наблюдается явных признаков квазипериодических 
осцилляций фазы.

Для оценки влияния ионосферных эффектов на 
функцию видности необходимо рассмотреть поведе-
ние фазы, а не ее производной. Поэтому на следу-
ющем этапе обработки для каждого скана путем чи-
сленного интегрирования функции q(t) = j′atm была 
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получена временнáя зависимость атмосферного 
вклада в вариацию фазы и вычислена соответству-
ющая структурная функция Dj. Результаты расчетов 
проиллюстрированы на рис. 3. Поскольку в меж
скановых промежутках 13.9 < t < 15.5  мин и 
33.0 < t < 34.5 мин измерения отсутствуют, то одноз-
начное восстановление фазы на всем интервале не-
возможно. При построении графика зависимости 
jatm(t) предполагалось, что в межскановых интервалах 
фаза постоянна. При расчете Dj(t ″ – t ′) мы включали 
в усреднение только те слагаемые (jatm(t ′) – jatm(t ″))2, 
для которых оба момента t ′ и t ″ принадлежат одному 
и тому же скану, поэтому неоднозначность сдвига 
фазы между сканами на результат не влияет.

4. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ
В нашей работе проанализированы наблюдения 

пульсара В2016+28, выполненные на радиотелескопе 
в Аресибо 22 мая 2015 г. в совместном эксперименте 
с космическим телескопом РадиоАстрон. Так как 
радиотелескоп в Аресибо является транзитным ин-
струментом, то зенитное расстояние направления 
на источник не превышало величины в 15°. Наблю-
дения проводились в ночное время, примерно 
в 4 часа местного времени, т.е. по крайней мере 
за 2 часа до восхода солнца. Таким образом, при 
невозмущенной ионосфере проявление ионосфер-
ных эффектов в данном случае должно было быть 
минимальным.

Структурная функция фазы содержит информа-
цию о статистических свойствах полного содержа-
ния электронов в ионосфере, однако изучение 
влияния ионосферных эффектов на результаты об-
работки РСДБ наблюдений проще проводить в тер-
минах самой функции jatm(t). Этапом такой обра-
ботки, следующим за получением кросс-спектра, 
обычно является расчет зависимости интерфероме-
трической функции видности V(  fres, Dt) от остаточ-
ной частоты интерференции fres и запаздывания Dt. 
В нашем случае такой расчет проводился отдельно 
для каждого скана. Для того, чтобы проанализиро-
вать влияние ионосферных возмущений на диа-
грамму “fres – Dt”, измеренные в каждом скане ио-
носферные искажения фазы были представлены в 
виде 

	 jatm(t) = jlin(t) + (jatm(t) – jlin(t)),	 (17)

где jlin(t) — наилучшая (в смысле МНК) аппрокси-
мация функции jatm(t) линейной функцией времени, 
и было вычислено среднеквадратичное отклоне-
ние  линейной аппроксимации от наблюдений 

2
atm lin= ( ( ) ( ))t tr j - j  (см. рис. 3).

Влияние слагаемых jlin(t) и jatm(t) – jlin(t) в (17) 
на вид функции V(  fres, Dt) совершенно различно. Эта 
функция обычно рассчитывается путем двойного 
Фурье-преобразования от динамического кросс-
спектра (обратное преобразование по частоте и пря-
мое преобразование по времени). Так как в исполь-
зуемом нами приближении сдвиг фазы происходит 
синхронно во всей полосе приема, то искажения, 
соответствующие линейной аппроксимации, экви-
валентны сдвигу V(  fres, Dt) по частоте интерференции 
без изменения формы и не изменяют внутреннюю 
структуру пятна рассеяния, выводимую из функции 
видности на последующих этапах обработки.

В отличие от этого, слагаемое, описывающее 
нелинейность зависимости ионосферного сдвига 
фазы от времени, приводит к искажению формы 
функции V(  fres, Dt), в частности, к «расплыванию» 
максимума модуля функции видности. Эти искаже-
ния тем заметнее, чем выше значение r, и увеличи-
вают погрешность определения структуры пятна 
рассеяния. Простого способа скомпенсировать ио-
носферные искажения, описываемые нелинейным 
слагаемым в (17), путем применения того или иного 
преобразования функции видности, по-видимому, 
не существует. Такая коррекция может быть выпол-
нена лишь путем компенсации обнаруженных нами 
фазовых вариаций до выполнения преобразования 
Фурье по времени, являющегося составной частью 
алгоритма вычисления V(  fres, Dt).

На рис. 4 показаны сечения модуля функции 
видности по fres при Dt  = 0 для трех наблюдательных 
сканов. Видно, что в первом скане, в котором зна-
чение r более чем в два раза превосходит значения 
для двух других сканов, максимум res| ( ,0) |V f  не-
сколько шире и ниже. Сравнение амплитуд функции 
видности для трех сканов обнаруживает различие в 
пределах 10%.

Таким образом, мы делаем заключение, что ио-
носферные эффекты в данном эксперименте не 
должны существенно влиять на измерения ампли-
туды функции видности в зависимости от проекции 
базы наземно-космического интерферометра. Такие 
измерения были представлены в работе Фадеева 
с соавторами [14]. Они получили значение ампли-
туды функции видности для этого пульсара на 
уровне 0.26 при проекциях базы от 89 000 км до 
96 000 км и определили угловой диаметр кружка 
рассеяния 2.1 mas1.

1  mas (milli arc second) — угловая миллисекунда дуги.
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5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Использованы открытые архивные данные про-

екта РадиоАстрон, содержащие результаты корре-
ляционной обработки РСДБ наблюдений пульсаров. 
Мы выбрали часовой сеанс наблюдений пульсара 
В2016+28, проведенный 22 мая 2015 г. на наземно-
космических базах от 60 000 км до 90 000 км. В каче-
стве наземного радиотелескопа был задействован 
300-м радиотелескоп в Аресибо. Как было показано 
в работе [14], этот пульсар имеет медленные меж-
звездные мерцания с характерным временем больше 
30 минут, и это обстоятельство облегчает разделение 
ионосферных и межзвездных эффектов. Так как 
10-м космический радиотелескоп находится далеко 
за пределами земной ионосферы, то влияние ионо-
сферы сказывается в чистом виде на радиоизлучении 
пульсара, регистрируемого на наземном телескопе. 
С помощью оригинальной методики усреднения 
комплексных кросс-спектров проанализировано 
временные поведение фазы частотных сцинтилей. 
Амплитуда этих временных изменений фазы не пре-
вышает нескольких радиан за время всего интерфе-
рометрического сеанса. Структурная функция фазы 
показывает, что характерное время фазовых флук-
туаций составляет 2–5 минут.

Анализ влияния ионосферных возмущений на 
результаты наблюдений пульсара показывает, что 
вызываемые ими искажения модуля функции вид-
ности не превышают 10%. Однако обнаруженные 
нами ионосферные искажения фазы функции вид-

ности могут оказаться критическими для задачи 
построения изображений протяженных радиоисточ-
ников по наблюдениям на наземных РСДБ-сетях 
в метровом диапазоне радиоволн. Метод замыкания 
фазы, например, окажется неприменим. Нам пред-
ставляется интересным вариант РСДБ наблюдений 
в этом диапазоне с использованием пульсара в ка-
честве калибровочного источника.
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PROBING THE IONOSPHERE WITH PULSES FROM THE PULSAR B2016+28 
AT A FREQUENCY OF 324 MHz

M. S. Burgina, M. V. Popova 
aAstrospace Center of P.N. Lebedev Physical Institute of the Russian Academy of Sciences, Moscow, Russia

 
Using ground-space VLBI data from the RadioAstron project archive, the phase distortions of the cross-spectrum 
caused by the ionosphere have been calculated and their influence on the results of determination of the visibility 
function has been studied. The Arecibo Observatory’s 300-meter antenna served as the ground station for the 
interferometer. The separation of ionospheric phase distortions from the influence of the interstellar and inter-
planetary medium and instrumental errors is based on different frequency dependencies of these effects. The 
amplitude of ionospheric phase variation caused by electron density fluctuations in the ionosphere above the 
Arecibo radio telescope is several radians per observation session of about one hour. The structure function of 
phase variations indicates a continuous spectrum of electron density fluctuations at typical times of 2–5 min with 
no pronounced signs of quasi-periodic processes. Ionospheric phase fluctuations during pulsar observations in-
crease the width of the maximum of the amplitude of the visibility function as a function of the residual interfer-
ence frequency by 5–10 mHz with a decrease in the value at the maximum of ≈ 10%. When constructing images 
of radio galaxies and quasars from ground-based VLBI observations, these phase shifts can significantly distort 
the final results.
Keywords: pulsars, scintillation, interstellar medium, ionosphere
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1. ВВЕДЕНИЕ
Обтекание небесного тела сверхальфвеновским 

или доальфвеновским потоком плазмы приводит 
к возникновению разных типов магнитосфер: коме-
тообразной с головной ударной волной перед ней 
или в виде альфвеновских крыльев наподобие двух 
трубок, вытянутых вдоль силовых линий магнитного 
поля обтекающего потока. Обтекание магнитных 
экзопланет звездным ветром в этих двух различных 
режимах рассмотрено во многих работах. Например, 
в работе [1] авторы исследовали этот вопрос приме-
нительно к экзопланетам в зоне обитаемости вокруг 
М карликов. В работе [2] была проанализирована 
реакция магнитосферных токовых систем на изме-
нение альфвеновского числа Маха (MA), равного 
отношению скорости потока, обтекающего планету, 
к альфвеновской скорости и на изменение собствен-
ного магнитного поля планеты. Авторы [2] рассма-
тривали изменение MA за счет вариации скорости 
потока. Фишер и Саур [3] описали нелинейное взаи-
модействие альфвеновских крыльев от двух экзопла-
нет. Были выбраны две ближайшие экзопланеты 
в системе TRAPPIST-1 (TRAPPIST-1b и 1c). Вычис-
ления проводились в МГД модели, облака нейтраль-
ного газа имитировали планеты. Авторы пришли 
к выводу, что детальное знание взаимодействия зве-
зда-планета необходимо для изучения экзопланет.

В настоящей работе мы рассматриваем один из 
вопросов этого взаимодействия — переход альфве-

новского числа Маха в звездном ветре через единицу 
и соответствующие изменения в структуре магни-
тосферы экзопланеты на примере горячего юпитера 
HD 209458b. Стоит отметить, что в работах [4–6] 
уже рассматривалась подобная задача по отношению 
к этому объекту (HD 209458b) с использованием 3D 
МГД моделирования и с учетом магнитного поля 
горячего юпитера и обтекающего его звездного 
ветра. Авторы [4–6] отмечали, что обсуждаемый 
вопрос актуален почти для всех горячих юпитеров 
из-за их близкого расположения к родительской 
звезде. Авторы [6] дополнительно рассмотрели 
влияние прохождения коронального выброса массы 
через магнитосферу HD 209458b на смену режимов 
обтекания экзопланеты. В работах [4–6] представ-
лены результаты МГД моделирования в основном 
в экваториальной плоскости или в плоскости орбиты 
экзопланеты для радиального и азимутального ком-
понентов магнитного поля звездного ветра, в то 
время как в нашей работе проводится моделирова-
ние только магнитного поля магнитосферы HD 
209458b в параболоидной модели с учетом верти-
кального компонента магнитного поля звездного 
ветра, результаты моделирования представлены в 
меридиональной плоскости магнитосферы полдень-
полночь. Газовая оболочка планеты, рассчитанная 
в МГД моделировании, не определяется в парабо-
лоидной модели. Это относится также к расчетам 
плотности, скорости, температуры и полости Роша. 

 



Кроме того, в работах [4–6] учитывается только 
магнитное поле экзопланеты в качестве источника 
магнитосферного поля, в то время как в параболо-
идную модель включены магнитные поля магнитос-
ферных токовых систем помимо внутреннего поля 
планеты, а именно: поле токовой системы хвоста и 
поле токов магнитопаузы, для которых определя-
ются модельные параметры, исходя из условий 
в звездном ветре.

2. СМЕНА РЕЖИМОВ ОБТЕКАНИЯ
Магнитное число Маха MA = Vsw /VA равно отно-

шению скорости звездного ветра Vsw к альфвенов-
ской скорости 1/2

A s 0 s s= /( ) ,w w wV B n mm  где Bsw  — 
магнитное поле звездного ветра, или межпланетное 
магнитное поле (ММП), m0 = 4p · 10–7 Гн/м — маг-
нитная проницаемость вакуума, nsw — плотность 
плазмы в звездном ветре, msw — средняя масса час-
тицы звездного ветра. Произведение nsw msw — мас-
совая плотность плазмы звездного ветра.

В работе [2] исследовано изменение структуры, 
возникающей при обтекании небесного тела типа 
Луны при изменении скорости набегающего потока 
плазмы. Уменьшение скорости вызывало переход 
от сверхальфвеновского режима обтекания к доаль-
фвеновскому. Расчеты проводились в трехмерной 
гибридной модели. Авторы отмечали, что при этом 
изменении режимов происходило также переклю-
чение токов от сконцентрированных, в основном в 
экваториальной плоскости, к вертикальным, рас-
пределенным вдоль магнитных силовых линий.

Чан и др. [7] исследовали зарегистрированный 
экстремальный случай, когда обычная магнитосфера 
Земли вместе с ударной волной исчезли и образо-
вались альфвеновские крылья длиной в 600RE, где 
RE — радиус Земли. При этом MA и магнитозвуковое 
число Маха были меньше 1. Авторы утверждали, что 
это был первый случай наблюдения альфвеновских 
крыльев, генерируемых Землей. Переход от свер-
хальфвеновского к доальфвеновскому режиму об-
текания был вызван чрезвычайно низкой плотно-
стью плазмы солнечного ветра. В это время почти 
не наблюдалась авроральная активность на Земле. 
ММП было близко к горизонтальному направлению 
средней величины 9.8 нТл.

Ридли [8] численно показал, что при увеличении 
южного ММП магнитосфера Земли может превра-
титься в альфвеновские крылья. В качестве примера 
рассматривался корональный выброс массы (КВМ), 
внутри которого было очень сильное южное маг-
нитное поле и очень низкая плотность плазмы. Это 
привело к тому, что солнечный ветер стал доальфве-

новским (MA< 1). Ридли [8] проводил расчеты в МГД 
модели Мичиганского Университета. ММП меня-
лось от –5 нТл до –60 нТл, плотность и скорость 
солнечного ветра оставались постоянными: 5 см–3 
и 400 км/с при температуре 250 000 К. При этом MA 
менялось от 8.2 до 0.7. Ридли [8] показал, что пере-
ход от сверх- к доальфвеновскому режимам проис-
ходит непрерывно без резкого изменения состояния 
магнитосферы обтекаемого тела.

MA зависит от трех параметров: скорости обте-
кающего потока плазмы Vsw, плотности заряженных 
частиц в нем nsw и его магнитного поля Bsw . Считаем, 
что масса заряженных частиц в потоке msw не меня-
ется. В задаче, рассматриваемой в этой работе, мы 
фиксируем найденное экспериментально в работе 
[9] расстояние от центра планеты до подзвездной 
точки магнитопаузы (R1). Это расстояние находится 
из баланса динамического давления звездного ветра 
Pdynsw и магнитного давления магнитосферы. Это 
означает, что Pdynsw должно быть постоянным, соот-
ветствующим оцененному масштабу магнитосферы 
R1 (Pdynsw = nsw msw Vsw

2
  = const). При этом либо nsw и Vsw 

не меняются, либо nswVsw
2

  = const. Предположив, что 
выполняется первое условие (из которого следует и 
второе), исследуем, как меняется магнитосфера с 
изменением MA за счет вариации компонента ММП, 
параллельного магнитному моменту экзопланеты. 
Выберем ориентацию диполя планеты на юг, как у 
Земли.

3. ЭКЗОПЛАНЕТА HD 209458b
Экзопланета HD 209458b выбрана нами потому, 

что это одна из немногих экзопланет, для которых 
оценен магнитный момент (~1.6 · 1026 A м2 [9]). Она 
обнаружена методом радиальных скоростей. По-
скольку радиус планеты Rpl = 1.38RJup = 9.54 · 107 м 
[9], где RJup = 69 911 км — радиус Юпитера, магнит-
ное поле на экваторе этого газового гиганта, соот-
ветствующее оцененному магнитному моменту, 
Bpl = 18 400 нТл.

HD 209458b является горячим юпитером, она 
находится очень близко от центральной звезды HD 
209 458, на расстоянии d = 0.047 a.e. = 7.1 · 109 м. Ор-
битальный период T = 3.52 дня. Центральная зве-
зда — желтая, подобная Солнцу, ее спектральный 
класс G0V, возраст 4 Gyr, расстояние от Солнца 
47 пк.

Параметры звездного ветра были оценены в ра-
боте [9]: скорость звездного ветра Vsw ~ 400 · 103 м/с, 
концентрация частиц звездного ветра nsw ~ 5 · 109 м–3. 
Согласно результатам работы [10], магнитное поле 
на поверхности подобной Солнцу звезды составляет 
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~143 000 нТл. Если считать, что свойства звездного 
ветра HD 209458 аналогичны свойствам солнечного, 
то msw = 1.92 · 10–27 кг [10]. Расчеты показывают, что 
при перечисленных параметрах на близкой орбите 
экзопланеты альфвеновская скорость VA порядка 
скорости звездного ветра Vsw (учет орбитального 
движения экзопланеты не меняет Vsw по порядку 
величины). Следовательно, альфвеновское число 
Маха MA близко к единице. В зависимости от 
условий в звездном ветре MA может быть больше 
или меньше 1.

В этой работе мы будем имитировать прохож-
дение звездного ветра на орбите HD 209458b через 
альфвеновский радиус (где MA = 1) за счет вариации 
магнитного поля звездного ветра Bsw и исследовать 
соответствующие изменения структуры магнито-
сферы экзопланеты на базе параболоидной модели. 
Стоит отметить, что вблизи границы магнитосферы 
полученный результат будет некорректен, поскольку 
в используемой модели предполагалось заранее, что 
параболоидная магнитопауза ограничивает магни-
тосферу, что неверно в случае образования альфве-
новских крыльев. Учитывая это, мы рассмотрим 
общий характер изменения структуры магнитного 
поля магнитосферы экзопланеты при изменении 
альфвеновского числа Маха.

4. ПАРАБОЛОИДНАЯ МОДЕЛЬ 
МАГНИТОСФЕРЫ ЭКЗОПЛАНЕТЫ 

HD 209458B
Параболоидная модель магнитосферы экзопла-

неты [11] является развитием модели магнитосфер 
магнитных планет Солнечной системы [12]. Помимо 
магнитного поля планеты, она содержит крупно-
масштабные токовые системы: токовую систему 
хвоста, токи экранировки на магнитопаузе, частично 
проникающее ММП с коэффициентом k ≤ 1: b = kBsw.
Для экзопланет, содержащих магнитодиск (или 
мощный кольцевой ток) модель магнитосферы 
включает также систему, связанную с магнитоди-
ском. Поскольку расстояние до подзвездной точки 
магнитопаузы для HD 209458b малó (R1 ~ 2.9Rpl), и 
авторы [9] не предполагали наличия магнитодиска 
у HD 209458b, последняя токовая система не вводи-
лась в модель.

Для токовой системы хвоста в параболоидной 
модели использовался параметр R2 ~ 0.7R1, описы-
вающий расстояние от центра планеты до внут-
ренней границы токового слоя хвоста. Величина 
магнитного поля токовой системы хвоста на рас-
стоянии R2 ~ 0.7R1 (внутреннем крае токового слоя, 
расположенного в экваториальной плоскости хвоста 

магнитосферы), может быть грубо оценена по фор-
муле: Bt = –1.2Bpl(Rpl /R1)3.

Таким образом, для модели магнитосферы экзо-
планеты HD 209458b получены в первом приближе-
нии следующие параметры: 

	 7
pl = 9.5 10  м,R ⋅ 	 (1)

	 1 pl= 2.9 ,R R 	 (2)

	 pl = 18400 нТл,B 	 (3)

	 2 1 pl= 0.7 = 2 ,R R R 	 (4)

	 3
pl pl 1= 1.2 ( / ) = 905.3 нТл.tB B R R 	 (5)

 В этой работе мы полагаем коэффициент про-
никновения ММП в магнитосферу k равным 1.

На рис. 1 показано сечение магнитосферы экзо-
планеты HD 209458b полдень-полночь для умерен-
ного (относительно слабого) ММП. При этом аль-
фвеновское число Маха очень большое, и получается 
кометообразная магнитосфера с головной ударной 
волной, не показанной на рисунке. Замкнутые си-
ловые линии идут из одного полушария ионосферы 
в другое, пересекая экватор. Открытые силовые ли-
нии пересекают магнитопаузу и вытянуты в далекий 
хвост. При ММП, равном нулю, они нигде не пере-
секают магнитопаузу, уходя в торец хвоста. В долях 

Рис. 1. Меридиональное сечение магнитосферы эк-
зопланеты HD 209458b день-ночь. Параметры модели 
описаны в тексте. Межпланетное магнитное поле 
представлено в звездно-магнитосферной системе ко-
ординат (X, Y, Z ) с компонентами {0,0,–90} нТл, со-
ответствующими MA > 1.
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хвоста направления магнитного поля противопо-
ложны в северном и южном полупространствах, 
этому соответствует ток в экваториальном хвосте 
(нейтральный токовый слой).

Рассмотрим, при каком южном ММП альф
веновская скорость становится порядка Vsw = 
= 400 · 103 м/с, учитывая, что концентрация частиц 
звездного ветра nsw ~ 5 · 109 м–3 и msw = 1.92 · 10–27 кг.  
VA = Bsw/(m0nswmsw)1/2 ~ Vsw, значит Bs

2
w /(m0nswmsw) = V s

2
w  

или 2 2
sw 0 sw sw sw=B n m Vm . Для приведенных значений 

Bsw
2  = 1 929 211 · 10–18 Tл2, следовательно Bsw = 

= –1389 нТл. Эта величина порядка величины маг-
нитного поля звездного ветра на орбите HD 209458b 
(~1440 нТл). Если южное поле звездного ветра будет 
такой величины (ММП: 0, 0, –1389 нТл), то картина 
поля магнитосферы примет вид, показанный на 
рис. 2.

Предположим, вслед за Ридли [8], что при стол-
кновении экзопланеты с корональным выбросом 
массы (КВМ) южное ММП возросло на порядок по 
сравнению с обычным значением. При этом MA 
становится меньше единицы и изменившаяся струк-
тура магнитосферного магнитного поля принимает 
вид, показанный на рис. 3. 

5. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ
Пока MA > 1 параболоидная модель кометообраз-

ной магнитосферы экзопланеты описывает следу-
ющие источники магнитосферного магнитного поля: 
поле планеты, поле токов экранировки на магнито-
паузе, поле токовой системы хвоста и частично про-
никающее в магнитосферу ММП. В долях хвоста, 
примыкающих друг к другу в экваториальной плос-
кости (рис. 1), магнитные поля антипараллельны 
друг другу, и их скачок соответствует величине тока 
в нейтральном токовом слое хвоста.

При переходе к MA < 1 (рис. 2 и 3) эти доли хвоста 
раздвигаются вверх и вниз, расходясь между собой, 
и исчезает соответствующий экваториальный ток 
поперек хвоста вместе с q-образной структурой то-
ковой системы хвоста. Вместе с тем исчезают и ос-
цилляции заряженных частиц относительно плос-
кости прежнего нейтрального слоя. Сам хвост ста-
новится очень коротким, состоящим из замкнутых 
силовых линий, а доли хвоста с открытыми сило-
выми линиями превращаются в альфвеновские 
крылья. На низких широтах конвекция из дальнего 
хвоста от точки ночного пересоединения заменяется 
конвекцией из ближней точки на ночной границе 
короткого хвоста. Пересоединения на дневной и 
ночной стороне магнитосферы сохраняются при 
параллельных направлениях ММП и магнитного 
момента диполя экзопланеты. В точках пересоеди-
нения происходит ускорение частиц за счет магнит-
ной энергии, ускоренные пучки в продольных токах 
вызывают авроральные сияния на экзопланете (по 
аналогии с Ганимедом).

Альфвеновские волны генерируются при тормо-
жении обтекающего потока плазмы препятствием 
(экзопланетой). Альфвеновские крылья вызваны 

Рис. 2. То же, что на рис. 1, но для ММП:  
{0,0,-1389 нТл, соответствующего MA = 1.

Рис. 3. То же, что на рис. 1, но для ММП: {0,0,-
13 890} нТл, соответствующего MA < 1.
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взаимодействием альфвеновских волн с обтекающим 
потоком. Альфвеновские волны распространяются 
вдоль межпланетного магнитного поля в противопо-
ложных направлениях со скоростями ±VA и одновре-
менно сносятся потоком плазмы со скоростью Vsw. 
В результате магнитное поле искажается движением 
плазмы и силовые линии наклоняются на угол b = 
= arctg (1/MA), образуя две трубы — альфвеновские 
крылья, представляющие собой магнитосферу небе-
сного тела [8]. Если MA > 1, то поток наклоняет си-
ловые линии магнитосферы к экваториальной плос-
кости, два крыла сближаются, соединяясь в эквато-
риальной ночной магнитосфере, и получается вытя-
нутый хвост с центральным токовым слоем. Если 
MA < 1, то наклон силовых линий магнитного поля 
к экваториальной плоскости резко возрастает, доли 
хвоста расходятся, исчезают антипараллельные поля 
по обе стороны экватора вместе с центральным то-
ковым слоем.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
На примере изучения взаимодействия звездного 

ветра от звезды спектрального класса G0V HD 
209458 с горячим юпитером HD 209458b, предполо-
жительно обладающим магнитным полем, показано 
изменение структуры магнитосферы экзопланеты 
при смене режима обтекания от сверхальфвенов-
ского к доальфвеновскому.

В зависимости от того, больше или меньше еди-
ницы альфвеновское число Маха, возникают разные 
структуры магнитного поля в окружающей небесное 
тело области и разные системы токов. При MA > 1 
вокруг экзопланеты образуется кометообразная маг-
нитосфера с головной ударной волной перед ней. 
При MA < 1 образуются альфвеновские крылья, вы-
тянутые вдоль магнитных силовых линий, идущих 
к центральной звезде. На границах альфвеновских 

крыльев (характеристиках) меняется наклон силовых 
линий. При этом исчезает токовый слой хвоста 
в экваториальной ночной магнитосфере и резко 
расходятся доли хвоста, заполненные открытыми 
силовыми линиями, образующими альфвеновские 
крылья.

На базе параболоидной модели магнитосферы 
экзопланеты продемонстрирован переход от одного 
режима к другому за счет изменения величины меж-
планетного магнитного поля, параллельного маг-
нитному моменту планеты.
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TRANSITION FROM SUPER-ALFVENIC TO SUB-ALFVENIC STELLAR WIND 
FLOW PASSING BY AN EXOPLANET, USING THE EXAMPLE OF HD 209458b 

  E. S. Belenkayaa 
a Lomonosov Moscow State University, Skobeltsyn Institute of Nuclear Physics (SINP MSU), Moscow, Russia

Depending on the distance of the exoplanet from the central star and on the properties of this star, different 
regimes of stellar wind flow around it arise. If the exoplanet is at a distance up to the Alfven radius at which the 
wind speed is equal to the Alfven speed, or the Alfven Mach number MA = 1, then the exoplanet generates Alfven 
wings. If it is located beyond the Alfven radius, a comet-like magnetosphere appears, like that of the planets of 
the Solar System. The paper examines how the transition from one flow regime to another can be described on 
the base of a paraboloid model of the magnetospheric magnetic field using the example of exoplanet HD 209458b.
Keywords: magnetosphere, exoplanet, alfven wings, stellar wind

АСТРОНОМИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  ТОМ 101  № 3  2024

	 ПЕРЕХОД ОТ СВЕРХАЛЬФВЕНОВСКОГО К ДОАЛЬФВЕНОВСКОМУ ОБТЕКАНИЮ ЭКЗОПЛАНЕТЫ... � 249



250

АСТРОНОМИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ, 2024, том 101, № 3, с. 250–262

ПРИНЦИПЫ ДЕТЕКТИРОВАНИЯ ВОЛНОВОЙ ТЕМНОЙ МАТЕРИИ 
С ПОМОЩЬЮ ЭКСПЕРИМЕНТОВ ПО ИЗМЕРЕНИЮ ГРАВИТАЦИОННОГО 

КРАСНОГО СМЕЩЕНИЯ В СОЛНЕЧНОЙ СИСТЕМЕ
© 2024 г.  С. В. Пилипенко1,*,  Д. А. Литвинов1,   

М. В. Захваткин1,2,  А. И. Филеткин1,3

1Физический институт им. П. Н. Лебедева Российской академии наук, Москва, Россия  
2Институт прикладной математики им. М. В. Келдыша Российской академии наук, Москва, Россия 

3Московский государственный университет им. М. В. Ломоносова,  
Государственный астрономический институт им. П. К. Штернберга, Москва, Россия

*E-mail: spilipenko@asc.rssi.ru

Поступила в редакцию 08.11.2023 г. 
После доработки 28.11.2023 г. 
Принята в печать 27.12.2023 г.

Исследована возможность использования измерений эффекта гравитационного красного смещения 
для ограничения параметров волновой темной материи — класса моделей, в которых темная материя 
состоит из легких скалярных частиц, которые ведут себя подобно волнам классической материи. По-
строен математический аппарат для оценки констант взаимодействия волновой темной материи с полями 
частиц Стандартной модели в экспериментах с удаленными часами. С его помощью показано, что 
точность эксперимента по детектированию темной материи гало Галактики с помощью двух спутников, 
оснащенных точными и стабильными атомными часами и находящихся на эллиптических околосол-
нечных орбитах, не превышает точности наземных экспериментов по сравнению скоростей хода коло-
цированных часов различных типов. Причиной ограничения точности космического эксперимента 
является необходимость компенсации нерелятивистского эффекта Доплера, что приводит к уменьшению 
амплитуды полезного сигнала. Обсуждаются пути решения данной проблемы.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Одним из перспективных кандидатов на роль 

темной материи (ТМ) являются легкие скалярные 
частицы, описываемые действительным скалярным 
полем φ и обладающие длинами волн де Бройля, 
намного превышающими расстояние между части-
цами. Из-за очень больших чисел заполнения этот 
вид ТМ может быть описан с помощью волн клас-
сического поля φ, в силу чего такую ТМ часто назы-
вают волновой. Массы частиц для этого типа ТМ 
лежат в диапазоне от 10–24 эВ до 1 эВ. Волновая ТМ 
приводит к ряду интересных явлений, таких как 
бозонные звезды, колебания плотности и вихри ТМ 
(см., напр., обзор [1]). Поле φ может взаимодейство-
вать с другими полями материи и колеблется с ком-
птоновской частотой в диапазоне от 10–10 до 1014 Гц, 
что стимулирует проведение экспериментов по пря-
мому детектированию этих колебаний. На кон-
станты связи был наложен ряд ограничений с по-
мощью экспериментов с атомными часами на осно-
вании данных гравитационно–волновых детекторов, 
пульсарного тайминга, планетных эфемерид, тестов 

эйнштейновского принципа эквивалентности 
(ЭПЭ), экспериментов типа Этвеша и др. [2–11].

Новое поколение атомных часов с параметрами 
точности и стабильности 10–18–10–19 [12, 13] делает 
возможным проведение новых типов высокоточных 
экспериментов по обнаружению волновой ТМ. Од-
ной из таких возможностей является наблюдение за 
относительной скоростью хода двух или нескольких 
атомных часов различных типов с целью поиска 
периодических модуляций их сигнала, вызванных 
колебаниями поля φ [2, 3, 14]. Было также предло-
жено использовать сеть часов, расположенных на 
космических аппаратах, для обнаружения поля φ 
гало темной материи Галактики путем поиска его 
когерентных осцилляций на масштабах, превыша-
ющих диаметр Земли [15]. Такие сети часов можно 
использовать также для поиска топологических де-
фектов, таких как доменные стенки, состоящие из 
φ. Подобные поиски уже начаты с помощью данных 
бортовых часов спутников глобальных навигацион-
ных спутниковых систем (ГНСС) [16]. Планируются 
специальные эксперименты такого типа с исполь-
зованием более совершенных часов и сравнения 

 



скоростей хода как бортовых, так и наземных ча-
сов [17]. Далее было показано, что взаимодействие φ 
с полями материи может приводить к образованию 
гало φ не только вокруг галактик, но и вокруг тел 
звездных и планетарных размеров [18, 19]. Предло-
жен эксперимент по исследованию гало Солнца 
с помощью двух часов разного типа на борту одного 
спутника [20]. Было выяснено, что для ряда типов 
взаимодействий имеет место эффект экранирования, 
из-за которого наземные эксперименты по детек-
тированию φ с данными типами связей являются 
менее чувствительными, чем космические [18]. На-
конец, отметим инициативу по детектированию ТМ 
из легких скалярных частиц с помощью близкой 
к атомным часам технологии атомных интерферо-
метров, с размещением их на двух спутниках на 
средних околоземных орбитах [21].

В настоящей работе мы изучаем возможность 
исследования свойств образующего волновую ТМ 
скалярного поля φ с помощью пары спутников, 
оснащенных высокоточными и высокостабильными 
часами и обращающихся по эллиптическим орбитам 
вокруг Солнца. Взаимодействие φ с обычной мате-
рией приводит к тому, что колебания поля φ и его 
пространственная неоднородность изменяют зна-
чения фундаментальных констант природы в точках 
расположения часов. Это, в свою очередь, приводит 
к коррелированным изменениям частот генериру-
емых часами сигналов. Данные частоты могут быть 
сравнены с помощью радио- или оптических линий 
связи между спутниками. Наша задача состоит в 
оценке достижимой точности измерения констант 
связи φ с полями частиц Стандартной модели (СМ) 
с помощью данного типа эксперимента.

Предлагаемый нами эксперимент имеет сходство 
с предложенным в работе [15], где для поиска кор-
релированных сигналов, связанных с φ, была рас-
смотрена возможность использования сети удален-
ных друг от друга детекторов, в частности, атомных 
часов. Существенной особенностью схемы измере-
ний [15] является то, что предполагается возмож-
ность автономной записи сигналов, связанных с φ, 
на каждом из узлов сети. В случае сети атомных 
часов это означает две возможности. Первая состоит 
в том, что в каждом узле сети должны находиться 
двое (или больше) часов различных типов, и в роли 
связанного с φ сигнала будет выступать разностный 
сигнал этих часов, как в исходном предложении 
данного типа экспериментов [14]. Вторая возмож-
ность состоит в использовании единственных часов 
в каждом узле сети и записи сигнала расстройки 
частот используемого в часах резонатора и атомного 

перехода. Обе эти возможности, очевидно, пред-
ставляют собой эксперименты отличного от рас-
сматриваемого нами типа. Первый относится 
к классу дифференциальных, или нуль-редшифт 
тестов, в которых измерению доступна лишь раз-
ность констант связи. Второй же представляет собой 
сравнение типа часы-резонатор, а не часы-часы.

Предлагаемая нами схема — один или несколько 
оснащенных часами спутников на эллиптических 
орбитах — используется или предлагается к исполь-
зованию и в других типах гравитационных экспери-
ментов, в частности, классических тестах по изме-
рению эффекта гравитационного красного смеще-
ния, направленных на поиск нарушений ЭПЭ [22]. 
(Рассматриваемый нами эксперимент, очевидно, 
также является проверкой ЭПЭ.) Как осуще-
ствленные [23–26], так и большинство реализуемых 
и предложенных [27–31] экспериментов такого рода 
предполагают использование спутников на около-
земных орбитах. Возможность проведения различ-
ного типа фундаментальных экспериментов на око-
лосолнечных орбитах, позволяющих достичь более 
высокой точности измерений благодаря большей 
модуляции гравитационного потенциала, также рас-
сматривалась [32–34]. Большинство этих экспери-
ментов имеют совместимые друг с другом параметры 
орбит и требуют высокостабильных бортовых атом-
ных часов. Поэтому проект с околосолнечными 
спутниками, который будет в итоге принят к реали-
зации, по-видимому, будет направлен на решение 
нескольких фундаментальных задач. Мы рассма-
триваем нашу работу как шаг к разработке концеп-
ции такого проекта.

Статья организована следующим образом. В раз-
деле 2 описана пространственно–временнáя струк-
тура поля φ и его взаимодействие с полями обычной 
материи СМ. В разделе 3 рассматривается влияние 
констант связи поля φ на наблюдаемый сдвиг час-
тоты сигналов, которыми обмениваются спутники, 
а также обсуждается компенсация эффекта Доплера. 
В разделе 4 описана разработанная нами методика 
оценки точности эксперимента. В разделе 5 пред-
ставлены результаты оценки точности предлагаемого 
эксперимента с двумя спутниками на околосолнеч-
ных орбитах. Здесь же для сравнения мы рассматри-
ваем применение разработанной нами методологии 
к случаю эксперимента с двумя колоцированными 
часами на поверхности Земли. В разделе 6 подведены 
итоги исследования. В Приложении приведен вывод 
формулы, которую мы используем для оценки чув-
ствительности детектирования одного нестационар-
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ного случайного сигнала на фоне нестационарного 
шума.

2. ВОЛНОВАЯ ТЕМНАЯ МАТЕРИЯ
Волновая темная материя, составляющая гало 

Галактики, вдали от массивных тел ведет себя как 
осциллирующее классическое поле: 

	 0 0( , ) = cos( ),t tφ φφ φ ω − + jx k x 	 (1)

где 2 2
obs= ( )/ ( )/(2 )m c m vφ j jω +   — комптоновская 

частота, смещенная за счет эффекта Доплера, свя-
занного с движением наблюдателя со скоростью vobs, 
mφ — масса бозона, obs= ( )/mj jk v , j0 — фаза, φ0 — 
амплитуда, экспоненциально распределенная около 

0 0= 2 ( / ),m cjΦ r   r0 — равновесная плотность ТМ 
в месте нахождения наблюдателя [14, 15, 35, 36].

В настоящей работе мы используем Стандартную 
Модель Гало (SHM) [37], для которой распределение 
частиц ТМ по скоростям вблизи Солнца является 
обрезанным максвелловским. В настоящее время 
имеются более совершенные модели, например, 
SHM++ [38, 39], но для наших целей достаточно 
точности SHM, так как погрешности, присущие 
нашему анализу, например, связанные с нестабиль-
ностью часов, являются более значительными. Со-
гласно SHM, локальная плотность ТМ составляет 
r0 = 0.3 ГэВ/см3, а круговая скорость в месте распо-
ложения Солнца — v0 = 220 км/с. Мы предполагаем, 
что скорость вращения гало ТМ мала по сравнению 
со скоростью вращения звезд. Также мы полагаем, 
что направление движения Солнца в эклиптических 
координатах составляет l = 347°, b = 60° (в направле-
нии созвездия Лебедя).

Стохастические свойства поля φ описываются 
корреляционной функцией [15]: 
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длина когерентности 

	 1= ,c
−

φλ x λ 	 (3)

а время когерентности 

	 2 1= ( ) .c
−

φt x ω 	 (4)

Множитель x = v/c ≈ 10–3 представляет собой ви-
риальную скорость внутри гало.

Связь φ с полями обычной материи проявляется 
в том, что фундаментальные константы природы 
приобретают зависимость от амплитуды φ. Мини-
мальный сценарий подразумевает связь скалярного 
поля с сектором квантовой электродинамики. Более 
общий сценарий включает также связь φ с сектором 
квантовой хромодинамики. Этот вид скалярного 
поля иногда называют дилатоном. В релаксионном 
сценарии скалярное поле взаимодействует с полем 
Хиггса, что индуцирует взаимодействия с другими 
полями. Последний сценарий, на наш взгляд, явля-
ется менее общим, поскольку фиксирует соотноше-
ния между константами связей с различными по-
лями [40]. В дальнейшем мы рассматриваем дила-
тонный сценарий, как наиболее общий.

Часть действия, описывающая поля материи и 
их взаимодействие с полем φ, выглядит следующим 
образом [18, 41]: 

4
int

1
= ( , ) ( , , ) ,SM j jS d x g g g

c mn mn − Y + φ Y ∫ L L 	 (5)

где gmn — метрика пространства–времени, g — опре-
делитель gmn, LSM — лагранжева плотность полей 
частиц СМ, Yj — поля частиц СМ, Lint описывает 
взаимодействие полей материи и скалярного поля 
φ. Мы будем рассматривать две модели Lint — ли-
нейную и квадратичную относительно φ [18, 41, 42]. 
Обе они описываются следующим образом: 
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(6)

где Fmn — тензор напряженностей электромагнитного 
поля; m0 — магнитная постоянная; Fmn

A — тензор на-
пряжённостей глюонного поля; g3 — константа связи 
квантовой хромодинамики; b3 — бета-функция кон-
станты g3; mj — массы фермионов; e — электрон, 
u — u-кварк, d — d-кварк (более тяжелые кварки нет 
необходимости учитывать [43]); gmj

 — аномальная 
размерность, yj — спиноры соответствующих фер-
мионов; dj

(i) — безразмерные константы связи поля 
φ с соответствующими полями материи; наконец, i 
обозначает вид связи: i  = 1 — линейная, i  = 2 — квад-
ратичная.

Следствием лагранжиана (6) является то, что 
следующие пять фундаментальных констант при-
роды приобретают зависимость от величины ска-
лярного поля φ:   
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где aEM — постоянная тонкой структуры; mj — массы 
фермионов e, u, d; L3 — параметр шкалы квантовой 
хромодинамики.

Для нашего анализа можно пренебречь разли-
чием масс u- и d-кварков [18]. В соответствии с этим 
мы определим их среднюю массу, 
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u d
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и соответствующую ей константу связи: 
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Тогда зависимость  m̂q от поля φ будет иметь вид: 

	


( )
�

� �� �^ ^( ) = 1 .
q

i
i

q q mm m d
i

 j
j + 

 
	 (12)

Лагранжиан (6), описывающий взаимодействие 
материи с полем φ на микроскопическом уровне, 
приводит к соответствующей зависимости лагран-
жианов, описывающих материю на макроскопиче-
ском уровне. Например, действие для системы ма-
териальных точек приобретает вид 

	 2
mat[ , , ] =  ( ),iS g c d mmn j Y − t j∑∫ P

P P

	 (13)

где dt — интервал собственного времени, 
2 2 = ,c d g dx dxa b

abt −  P нумерует материальные точки. 
Функция mP(φ) зависит от элементного состава ма-
териальной точки P и, таким образом, не является 
фундаментальной. Зависимость этой функции от 
дилатонного поля φ, определяемую взаимодействием 
φ с фундаментальными полями материи (7)–(9), 
удобно характеризовать с помощью константы связи 

	 ( ) ln ( )
( ) = .i

i

m∂ j
a j

∂j
P

P 	 (14)

В работах [41, 42] было получено, что aP
(i) является 

суммой двух величин, 

	 ( ) *( ) ( )= ,i i i
gda + aP P 	 (15)

одна из которых, dg
*(i), является универсальной для 

всех веществ, а вторая, aP(i), зависит от элементного 
состава тела P. Универсальная константа dg

*(i) выра-
жается через фундаментальные константы связи 
полей материи и поля φ следующим образом: 
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*( ) ( ) ( ) ( )
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e
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(16)

Константа aP(i) имеет вид: 
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(17)

где коэффициенты [Qj′]P зависят от состава тела P и 
называются его дилатонными зарядами (штрихи 
обозначают, что эти коэффициенты являются при-
ближенными значениями точных дилатонных заря-
дов [Qj]P [41]). Значения [Qj′]P для некоторых ве-
ществ, используемых в конструкциях космических 
аппаратов, приведены в табл. 1. 

Частота nC некоторого атомного перехода C, на 
котором функционируют данные атомные часы, 
зависит от значений фундаментальных констант 
природы. Возможные вариации последних приводят 
к вариациям nC, что обычно параметризуют следу-
ющим образом: 

	
[ ]



3

ln = ln ln
�

ln / ,

EM

qq

d k d k d

k d m

a m n a + m + 
 + L 

C C C

C

	
(18)

где m = me /mp — отношение масс электрона и про-
тона, ki — коэффициенты, определяющие чувстви-
тельность перехода C к соответствующей комбина-
ции фундаментальных констант, и снова предполо-
жено равенство масс легких кварков [18]. Значения 
данных коэффициентов для некоторых атомных 

Таблица 1. Дилатонные заряды для некоторых 
веществ, используемых в конструкциях косми-
ческих аппаратов [18]

Вещество
–Qm̂′ q

 
[×10–3]

Qe′ 
[×10–3]

–Qm′ e

[×10–5]
Fe 9.94 2.32 1.89

SiO2 13.70 1.26 0.027
Be 17.64 0.45 3.05
Al 12.30 1.47 1.00
Ti 10.42 2.01 2.24

238U 7.63 4.28 6.24
Cu 9.63 2.46 2.18
Pb 7.73 4.06 5.82
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переходов, полученные с помощью квантово-меха-
нических расчетов, приведены в табл. 2 [44]. 

Подстановка (7)–(9) в (18) приводит к следу-
ющему выражению [18] для зависимости nC от φ: 

	 ( )ln = ( ),i id dn k jC C 	 (19)

где константа связи, 
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( ) ( ) ( )�
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i i i
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i i i
g eme
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i im a
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C C

CC

	
(20)

является аналогом (17).

3. ГРАВИТАЦИОННОЕ СМЕЩЕНИЕ 
ЧАСТОТЫ

Предположим, что находящийся в точке (tB,xB) 
спутник с элементным составом, которому соответ-
ствует константа связи с дилатонным полем aP(i), 
посылает электромагнитный сигнал, синхронизи-
рованный по его бортовым часам, работающим на 
атомном переходе типа C. Другой спутник, который 
для простоты будем считать идентичным первому и 
оснащенным такими же часами, принимает данный 
сигнал в точке (tA,xA). Как показано в [45], смещение 
частоты n данного сигнала за счет гравитационного 
и дилатонного полей описывается формулой: 

	 2

( ) ( )

=

( )( ( , ) ( , )),

A B

i i i i
A A B B

U U

c

t t

−Dn
+

n

+ k + a φ − φx xC P

	
(21)

где U — наблюдаемое значение гравитационного 
потенциала в соответствующих точках (т. е. опреде-

ленное по предшествующим наблюдениям за дви-
жениями небесных тел и космических аппаратов 
[45]); kC(i) и aP(i) — константы связи с полем φ, опи-
санные в предыдущем разделе. Для удобства в даль-
нейшем обозначим: 

	 ( ) ( ) ( )( ).i i ig ≡ k + aC P 	 (22)

Важность величины g(i) определяется тем, что с 
помощью (21) ее значение может быть определено 
экспериментально. Для этого требуется измерить 
фактическое смещение частоты сигнала Dn/n, вы-
числить значения гравитационного потенциала U 
в точках A и B и воспользоваться формулами, опи-
сывающими корреляционные свойства поля φ. По-
дробности данной процедуры описаны в следующем 
разделе.

Отметим, что для экспериментов с часами, осно-
ванными на оптических переходах, которые в на-
стоящее время достигли наибольшей точности и 
стабильности среди атомных часов, коэффициенты 
чувствительности km и kq равны 0 (см. табл. 2). При 
этом для часов, основанных на переходах иттербия 
и ртути, ka ~ 1. В то же время все дилатонные заряды 
для веществ, приведенных в табл. 1, имеют порядок 
 10–2. Если предположить, что все фундаменталь-
ные константы связи dj

(i) поля φ с полями материи 
имеют один порядок, то на основании изложенного 
и уравнений (17) и (20) для данного типа часов 
можно положить: 

	 [ ]( ) ( )1
,i i

ek d
i ag ≈ C 	 (23)

где [ka]C  ≈ 1. То есть эксперименты с данными ти-
пами оптических часов позволяют непосредственно 
измерять константу связи дилатонного поля φ с элек-
тромагнитным полем. Данный пример не является 
общим, однако, в дальнейшем мы воспользуемся 
им для сравнения полученных нами оценок дости-
жимой точности измерения g (i) с уже полученными 
в других экспериментах ограничениями на кон-
станты связи d (i) поля φ.

Практическая сложность реализации экспери-
мента, основанного на использовании (21), состоит 
в том, что, помимо приведенных в этой формуле 
слагаемых, имеется множество других эффектов, 
приводящих к изменению частоты передаваемого 
сигнала и имеющих различные порядки по v/c и  
DU/c2, где v — скорость спутников (см., напр., [46, 
47]). Эффект первого порядка по c–1 (классический 
эффект Доплера) вносит наибольший вклад в сдвиг 
частоты, на много порядков превосходящий воз-
можные эффекты от волновой ТМ, которые мы 

Таблица 2. Коэффициенты чувствительности 
некоторых атомных переходов, используемых 
в современных атомных часах, к вариациям кон-
стант aEM, m = me/mp и  m̂q /L3

Переход ka km kq

87Rb 2.34 1 –0.019
133Cs 2.83 1    0.002
1Hhfs 2.0 1 –0.100

1H(1S–2S) ~0 0 0
171Yb+ 1.0 0 0
199Hg+ –2.94 0 0

87Sr 0.06 0 0
27Al+ 0.008 0 0

Примечание. Переходы между уровнями сверхтонкой 
структуры: 87Rb, 133Cs, 1Hhfs. Оптические переходы: 1H(1S–
2S), 171Yb+, 199Hg+, 87Sr, 27Al+.  
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хотели бы измерить. Основной проблемой, однако, 
является не величина нерелятивистского эффекта 
Доплера, а доступная точность его оценки путем 
расчета на основе эфемерид космических аппаратов. 
На настоящий момент она позволяет рассчитывать 
вклад нерелятивистского эффекта Доплера с точ-
ностью до ~10–16 (см. обсуждение в работе [48]), что 
недостаточно для уже имеющихся — правда, пока 
лишь в наземном исполнении — образцов часов со 
стабильностью 10–18–10–19.

Решение данной проблемы возможно путем ком-
пенсации нерелятивистского эффекта Доплера с 
помощью дополнительного двухпутевого канала 
связи по схеме Gravity Probe A [24, 49]. В данном 
режиме часы B в момент tB ′ посылают сигнал в на-
правлении часов A; данный сигнал принимается 
часами A в момент tA и когерентно ретранслируется 
назад в направлении часов B (двухпутевой сигнал, 
«2w»). Дополнительно к ретранслированному сиг-
налу часы A посылают собственный (однопутевой, 
«1w») сигнал в направлении часов B. Оба сигнала, 
двух- и однопутевой, принимаются часами B в мо-
мент tB (tB > tA > tB ′), см. рис. 1. Компенсация нере-
лятивистского эффекта Доплера достигается путем 
формирования следующей комбинации частот этих 
двух сигналов: 

	
1w 2w

1 1
= .

2 2
B B

A B'B

 n nDn    − −     n n n     
	 (24)

Аналогом формулы (21) в данном режиме явля-
ется 

	 2

1
( )

2= ,
A B B

GP A

U U U

c

′

− j

− +Dn Dn   +   n n   
	 (25)

где 

	 ( )( ) 1
= .

2
i i i i

A B B ′
j

Dn   g j − j + j   n   
	 (26)

Именно с помощью последней формулы мы бу-
дем проводить оценку достижимой точности изме-
рения g(i).

В эксперименте с двумя космическими аппара-
тами в Солнечной системе схема компенсации (24) 
привносит два пространственных масштаба, на ко-
торых измеряется степень коррелированности поля 
φ: расстояние от A до B, имеющее для предлагаемой 
нами ниже конфигурации орбит порядок 1 а. е. и 
расстояние от B ′ до B, имеющее порядок 30 000 км.

Имеется еще один источник гравитационного 
красного смещения частоты, связанный со скаляр-
ным полем: осцилляции гравитационного потен-
циала [50]. Данный эффект не зависит от констант 
связи скалярного поля, однако, по нашим оценкам, 
для расстояний между спутниками ~1 а. е. его вели-
чина имеет амплитуду Dn/n < 10–24, которая слишком 
мала, чтобы быть обнаруженной с помощью име-
ющихся на сегодня часов.

Рис. 1. Конфигурация орбит двух спутников. Оба спутника движутся против часовой стрелки. Первый спутник 
показан в моменты времени отправки tB ′ и приема сигнала tB (интервал времени между этими моментами многократно 
увеличен для наглядности). Второй спутник показан в момент ретрансляции принятого сигнала tA. Сплошными 
стрелками показан двухпутевой сигнал, штриховой стрелкой – однопутевой.
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4. ОЦЕНКА ТОЧНОСТИ ЭКСПЕРИМЕНТА
Для получения оценки точности измерения па-

раметра g(i) мы используем метод максимального 
правдоподобия (ММП) по аналогии с [30]. Изме-
ренные значения частоты d(t) = Dn/n представляют 
собой смесь сигнала 

	 ( )1
( ) =

2
i i i
A B B's t j − j + j  

и гауссового шума n(t): d(t) = g(i)s(t) + n(t). Сигнал 
зависит от конфигурации эксперимента, т. е. выбора 
орбит спутников. В идеализированном случае, ко-
торый мы будем рассматривать, единственным 
источником шума являются флуктуации скорости 
хода (частоты) часов. Природа этих флуктуаций 
такова, что шум является окрашенным, т. е. случай-
ный процесс n(t) является нестационарным. В фор-
мулировке с дискретным временем процессу n(t) 
соответствует ковариационная матрица N.

4.1. Конфигурация эксперимента

Мы предполагаем, что эксперимент осуществля-
ется с помощью двух спутников на околосолнечных 
орбитах, плоскости которых совпадают с плоскостью 
эклиптики. Также мы полагаем, что орбиты явля-
ются кеплеровыми. Для экспериментов по измере-
нию эффекта гравитационного замедления времени 
требуются орбиты с большим эксцентриситетом, 
так как они обеспечивают модуляцию измеряемого 
эффекта и тем самым позволяют избавиться от зна-
чительного количества систематических ошибок, 
в частности, постоянной расстройки частоты между 
часами. Поэтому для нашего случая мы также ис-
пользуем высокоэллиптические орбиты. В качестве 
примера мы взяли орбиты с перигелием 0.3 а. е. и 
большой полуосью 1 а. е. (эксцентриситет e = 0.7). 
Использование орбит с меньшими перигелиями 
представляется затруднительным из-за тепловых 
ограничений, а с более высокими афелиями приве-
дет к увеличению периода обращения и более мед-
ленному накоплению модулированного сигнала. 
Для увеличения глубины модуляции мы выбрали 
параметры орбит таким образом, чтобы моменты 
прохождения одним спутником перигелия совпадали 
с моментами прохождения другим афелия. Для обес-
печения непрерывной связи между спутниками мы 
выбрали ориентацию орбит так, что их перигелии 
находятся по разные стороны от Солнца, см. рис. 1. 
Таким образом, наш выбор орбит аналогичен тому, 
что был использован в работе [30], но для околосол-
нечного, а не околоземного случая. Это делает пред-
лагаемый нами эксперимент полностью совмести-

мым с классическим типом экспериментов по из-
мерению гравитационного замедления времени, 
рассмотренным в [30]. Мы пренебрегаем возмуща-
ющим воздействием на орбиты спутников со сто-
роны планет Солнечной системы. В частности, мы 
пренебрегаем колебаниями положения центра 
Солнца относительно барицентра Солнечной сис-
темы, так как влияние данного эффекта на форму 
сигнала от скалярного поля φ пренебрежимо мало.

Мы выбрали продолжительность эксперимента 
равной T  = 10 лет. Предполагается, что измерения 
частоты выполняются с постоянным шагом Dt. В ре-
альном эксперименте шаг сырых частотных изме-
рений может составлять миллисекунды, однако, 
моделирование эксперимента продолжительностью 
10 лет с таким шагом затруднительно и не является 
необходимым. Достаточно использовать шаг Dt, 
удовлетворяющий теореме Котельникова. Более 
подробно выбор Dt обсуждается далее.

В качестве примера часов мы используем лабо-
раторные стронциевые часы JILA SrI [12], которые 
будем характеризовать с помощью спектральной 
плотности мощности (СПМ) шума флуктуаций от-
носительной частоты следующего вида [30]: 

	 31 0 36 1( ) = 2.0 10 2.1 10 .S − − −n × n + × n 	 (27)
Данная СПМ содержит две компоненты: белый 

(n0) и фликкер-шум (n–1). Как и большинство других 
оптических часов, шум JILA SrI не содержит броу-
новской компоненты (n–2). Кроме того, учитывая 
высокую абсолютную точность оптических часов,  
~10–18 и выше [12, 13], мы пренебрегаем возможной 
постоянной расстройкой частоты между часами двух 
спутников. Учитывая скорость развития технологий 
создания атомных часов, в том числе в бортовом 
исполнении [51], мы полагаем, что в ближайшие 
10 лет можно ожидать появления бортовых оптиче-
ских часов с такими параметрами.

Ковариационная матрица шума N, соответству-
ющая (27), рассчитана нами, согласно [30], как 
сумма ковариационных матриц для белого и фликер-
шумов: 

	

31 1

36

=1

= 2.0 10

2.1 10 2 ,

ij ij

i

m i j m
m

t− −

−
− +

⋅ D d +

+ ⋅ πj j∑

N

	 (28)

	
( 1 2)

= ,
! (1 2)m
m

m
Γ +

j
Γ

где dij — единичная матрица. Форма и статистиче-
ские свойства сигнала различны для случаев линей-
ной (i  = 1) и квадратичной связи (i  = 2), поэтому 
ниже мы их рассматриваем отдельно.
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4.2. Сигнал: линейная связь

В настоящей работе мы ограничиваемся рассмот-
рением гало ТМ Галактики и не учитываем возмож-
ные вклады от гало, которые могут образовываться 
вокруг объектов звездных и планетарных масс [18]. 
В этом случае сигнал для линейной связи, согласно 
(26), имеет вид: 

	
1 1

( ) = ,
2 2B B As t ′φ + φ − φ 	 (29)

где = ( , ),A A Atj j x  = ( , ),B B Btj j x  = ( , ),B B Bt′ ′ ′j j x  
выражение для φ(t, x) приведено в (1), а события A, 
B и B ′ пояснены в разделе 3.

Так как масса поля mj и фаза j0 неизвестны, то 
точная форма сигнала (29) также неизвестна. По-
этому поиск сигнала в экспериментальных данных 
необходимо осуществлять для различных значений 
mj и j0. Подобный поиск удобно осуществлять в час-
тотной области, так как в этом случае сигнал имеет 
определенную форму, сдвинутую на величину ком-
птоновской частоты [15].

Амплитуда и фаза осциллирующего сигнала (29) 
представляют собой нестационарные случайные 
процессы. Нестационарность связана с тем, что сиг-
нал зависит от координат спутников, из-за чего кор-
реляционная функция сигнала ( ) ( )s t s t〈 + t 〉  зависит 
как от t, так и от t. В дискретном времени мы харак-
теризуем сигнал ковариационной матрицей S.

В случае, когда сигнал является стационарным 
процессом, точность эксперимента может быть оце-
нена с помощью формулы (15) из [15]. Однако для 
нестационарного процесса Фурье-преобразование 
ковариационной матрицы не является диагональ-
ным, поэтому данная формула, строго говоря, не 
может быть применена. В Приложении мы выводим 
обобщение формулы (15) из [15] для случая неста-
ционарного сигнала1: 

	 ( ) 1/41/4 1 1= 2 tr( ) .
−− −

gs N SN S 	 (30)

Выражение для ковариационной матрицы 
= ( ) ( )ij i js t s t〈 〉S  может быть получено непосред-

ственно с помощью определения (29). В качестве 
дискретных моментов времени ti, входящих в опре-
деление Sij, мы выбираем дискретизированные с по-
стоянным шагом моменты координатного времени 
приема спутником B одно- и двухпутевых сигналов 
(см. раздел 3), посланных спутником A: ti ≡ tBi

. Мо-
менты tBi′ и tAi

 соответствуют моментам посылки 

1 � Подобная формула может быть получена также из более 
общих соотношений, приведенных в [52], однако для дан-
ной задачи наш вывод является более простым.

одно- и двухпутевых сигналов, которые принима-
ются спутником B в моменты tBi

. Полагая 

	 ( , ) ( , ),B A B Ag A B g t t≡ − −x x 	 (31)
где g определено в (2), мы получаем для линейной 
связи φ с полями материи: 

	

(1) 1
= ( ( , ) ( , ) 2 ( , )

4
( , ) ( , ) 2 ( , )

2 ( , ) 2 ( , ) 4 ( , )).

ij i j i j i j

i j i j i j

i j i j i j

g B B g B B g B A

g B B g B B g B A

g A B g A B g A A

′+ − +

′ ′ ′ ′+ + − −

′− − +

S

	
(32)

4.3 Сигнал: квадратичная связь

В случае квадратичной связи сигнал, согласно 
(26), имеет вид: 

	 2 2 21 1
( ) = .

2 2B B As t ′j + j − j 	 (33)

Так как случайное поле φ является гауссовым, то 
любая его N-точечная корреляционная функция 
выражается через 2-точечную, например: 

	 2 2 2 2= (0,0) 2 ( , ).A B g g A B〈j j 〉 + 	 (34)
Тогда для ковариационной матрицы сигнала для 

случая квадратичной связи получаем: 

 

(2) 2 2 2

2 2 2

2 2 2

1
= ( ( , ) ( , ) 2 ( , )

2

( , ) ( , ) 2 ( , )

2 ( , ) 2 ( , ) 4 ( , )).

ij i j i j i j

i j i j i j

i j i j i j

g B B g B B g B A

g B B g B B g B A

g A B g A B g A A

′+ − +

′ ′ ′ ′+ + − −

′− − +

S

	

(35)

Как и в линейном случае, для оценки точности 
эксперимента по измерению g(2) мы будем исполь-
зовать (30). 

4.4. Наземный эксперимент  
с колоцированными часами

Рассмотрим также применение разработанного 
нами выше формализма к эксперименту с назем-
ными часами. Если часы находятся в одной лабора-
тории и основаны на одном типе квантового пере-
хода, то, как легко видеть из (21), сигнал от поля φ 
отсутствует. Для получения ненулевого сигнала 
необходимо использовать различные типы часов. 
В этом случае получаем: 

	 ( )= ,i iDn
Dk φ

n
	 (36)

где 
1 2

( ) ( )( ) = i iiDk k − kC C  есть разность констант связи 
(20) для двух выбранных часов. Для увеличения ам-
плитуды сигнала, очевидно, необходимо использо-
вать часы со значительно различающимися коэф-
фициентами чувствительности k (см. табл. 2), вхо-
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дящими в выражение (20). Для получения количе-
ственных оценок положим, что 

	 ( ) ( ),i iDk ≈ g 	 (37)
где g(i) определяется по результатам эксперимента 
с двумя спутниками. Соотношение (37), например, 
удовлетворяется при сравнении в наземном экспе-
рименте часов, основанных на переходах иттербия 
и алюминия (см. табл. 2).

Ковариационная матрица сигнала как для ли-
нейной, так и квадратичной связи в данном случае 
имеет простой вид: 
	 (1) = ( , ),ij g i jS 	 (38)

	 (2) 2= 2 ( , ),ij g i jS 	 (39)

где g(i,  j) = g(ti – tj,0), g приведено в (2). В целях до-
полнительного упрощения расчетов мы также будем 
предполагать, что часы находятся в центре Земли.

4.5. Выбор шага дискретизации

Корреляционная функция (2) содержит осцил-
лирующий во времени с комптоновской частотой 
множитель, причем частота осцилляций увеличи-
вается с массой поля mφ. Таким образом, для полу-
чения корректных оценок и, в частности, при вы-
числении ковариационных матриц (32) и (35), шаг 
дискретизации Dt должен быть выбран меньше по-
ловины периода осцилляций. Для выбранного вре-
мени накопления T  = 10 лет при большой массе поля 

это оказывается невозможным. Так, для mφ = 1 эВ 
период осцилляций составляет 4 · 10–15 с, а размер 
ковариационной матрицы получается 1022 × 1022 эле-
ментов. Такая матрица не поместится в памяти со-
временных компьютеров, а вычисление обратной 
матрицы на лучшем современном суперкомпьютере 
по версии TOP5002 заняло бы 1030 возрастов Вселен-
ной. Поэтому точная формула (30) может быть ис-
пользована лишь для достаточно малых масс. Для 
выбранного нами ограничения в 8000 отсчетов это 
соответствует Dt ≥ 4 · 104 с и mφ ≤ 1.7 · 10–20 эВ.

Для диапазона масс mφ ≤ 1.7 · 10–20 эВ нами уста-
новлено следующее эмпирическое соотношение 
между корректной оценкой sg, вычисленной для 
интервала DtK, соответствующего теореме Котель-
никова, и sg′, вычисленной для Dt > DtK: 

	 = .
K

t
tg g
D′s s
D

	 (40)

Соответственно, для диапазона масс mφ > 1.7 × 
× 10–20 эВ мы вычисляли s′ для Dt = 4 · 104 с и затем 
корректировали его с помощью (40).

5. РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ
Наши основные результаты представлены на 

рис. 2, на котором изображены оценки точности 
измерения параметра g(i), определенного в (22), для 

2  https://www.top500.org/lists/top500/2023/11/

Рис. 2. Ограничения на константу связи g(i) дилатонного поля φ, отождествляемого с ТМ. Слева — линейная связь 
(i  = 1), справа — квадратичная (i  = 1). Константа g(i) определена согласно (22). Сплошная линия — эксперимент с 
двумя спутниками на околосолнечных орбитах, штриховая — эксперимент с двумя колоцированными часами на 
Земле (результаты данной работы). В последнем случае учтено экранирование, предсказанное в работе [18]. Закра-
шенная область — полученные ранее ограничения на g(i) в экспериментах с атомными часами и тестах ЭПЭ. Срав-
нение с полученными ранее ограничениями сделано в предположении (23), с наземным экспериментом — в пред-
положении (37).
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случаев линейной (i = 1) и квадратичной (i = 2) связи 
поля φ, отождествляемого с ТМ, с полями обычной 
материи. Для сравнения здесь же изображены 
оценки для эксперимента с двумя наземными коло-
цированными часами, основанными на различных 
квантовых переходах.

Полученные результаты показывают, что для слу-
чая линейной связи в сделанных нами предположе-
ниях (23) и (37) эксперимент с часами на космических 
аппаратах для диапазона масс mφ  10–18 эВ достигает 
такой же точности измерения параметра g(1), что и 
наземный эксперимент с двумя различными коло-
цированными часами. Для mφ  10–18 эВ наземный 
эксперимент оказывается более чувствительным, чем 
космический. Примерно такая же ситуация имеет 
место для случая константы связи квадратичного 
типа. Исключение состоит в том, что для случая до-
статочно больших масс возникает эффект экраниро-
вания [18] при g(2)  4.8 · 108, в связи с чем наземные 
эксперименты перестают быть чувствительными к 
наличию скалярного поля φ для mφ  8 · 10–17 эВ (этому 
соответствует вертикальный участок штриховой кри-
вой на рис. 2). Тем не менее уже существующие огра-
ничения на g(2), полученные в экспериментах по про-
верке ЭПЭ (цветная область), в большей части диа-
пазона масс дают сравнимые или лучшие результаты, 
чем космический эксперимент.

Причина того, что космический эксперимент 
с часами не позволяет (в сделанных предположе-
ниях) достичь большей точности, чем наземные, 
заключается в необходимости использования схемы 
компенсации нерелятивистского эффекта Доплера 
(см. (24) и (25)). Действительно, выражение (25) 
представляет собой конечно-разностный аналог 
второй производной сигнала для шага ≈1000  с, 
соответствующего времени распространения сигнала 
между спутниками. Когда комптоновский период 
оказывается больше величины данного шага, опе-
рация взятия производной приводит к уменьше-
нию  амплитуды сигнала. Именно поэтому для 
mφ  10–18 эВ наземный эксперимент оказывается 
более чувствительным, чем космический.

Возможным решением данной проблемы может 
быть отказ от использования схемы компенсации 
(24). Активно развивающиеся в последнее время 
интерферометрические способы измерения ради-
альной скорости между космическими аппаратами 
уже достигли точности измерения 0.1 мкм/с, что 
соответствует точности измерения нерелятивист-
ского эффекта Доплера 3.3 · 10–16 [53]. В ближайшее  
время ожидается улучшение данного показателя до 
1.7 · 10–17 [54], что уже достаточно близко к необхо-
димым ~10–18.

Тем не менее успешное детектирование сигнала 
от φ в космическом эксперименте является более 
достоверным, чем в эксперименте с различными 
часами в одной лаборатории. В последнем случае 
трудно исключить возможное наличие внешних 
факторов, не связанных с ТМ, и приводящих к пе-
риодическим модуляциям выходного сигнала часов. 
Преимуществом описанного нами эксперимента 
является также его высокая степень совместимости 
с другими космическими гравитационными экспе-
риментами, а также наблюдениями по схеме РСДБ, 
для которых требуются высокостабильные часы и 
спутники на эллиптических орбитах [30, 55].

Наконец, в настоящей работе мы рассмотрели 
лишь возможность детектирования гало ТМ Галак-
тики. Как отмечалось выше, как для линейного, так 
и квадратичного типа связи вокруг достаточно мас-
сивных планет и звезд может происходить конден-
сация поля φ с образованием локальных гало [18]. 
Исследование пространственной структуры таких 
гало невозможно с поверхности Земли и требует 
использования космических аппаратов на эллипти-
ческих орбитах. Получение возможных ограничений 
на константы связи φ с полями материи для этих 
случаев является предметом нашего дальнейшего 
исследования. Также мы планируем рассмотреть 
случай размещения на космических аппаратах часов 
различных, а не одинаковых типов.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В настоящей работе мы рассмотрели возможность 

детектирования волновой ТМ в эксперименте с 
двумя космическими аппаратами, оснащенными 
высокоточными и высокостабильными часами и 
движущимися по эллиптическим околосолнечным 
орбитам. Существенной особенностью данного типа 
ТМ являются осцилляции поля φ частиц ТМ, кото-
рые описываются корреляционной функцией (2). 
Нами был разработан математический аппарат для 
оценки точности данного эксперимента (30), учи-
тывающий особенности сравнения удаленных друг 
от друга часов с помощью радио (или оптических) 
линий связи. В предшествующих работах, исследо-
вавших возможность детектирования волновой ТМ 
с помощью сетей из пространственно удаленных 
часов [15], предполагалось, что запись сигнала от 
ТМ в каждом узле сети происходит локально: путем 
сравнения двух колоцированных в каждом узле ча-
сов либо использования частоты отстройки атомного 
перехода часов и используемого в них резонатора.

Разработанный нами аппарат был применен 
к случаю двух спутников на околосолнечных эллип-
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тических орбитах с высокостабильными часами. 
Точность данного эксперимента по детектированию 
гало волновой ТМ Галактики оказалась такой же 
или меньшей, чем у наземного эксперимента с двумя 
колоцированными часами различных типов. Данный 
результат связан с необходимостью использования 
в космическом эксперименте схемы компенсации 
нерелятивистского эффекта Доплера типа Gravity 
Probe A [49], которая приводит к уменьшению ам-
плитуды полезного сигнала.

Рассмотренный эксперимент совместим с дру-
гими космическими проектами, требующими вы-
сокостабильных часов на эллиптических орбитах 
вокруг Земли и Солнца [30, 48, 55], в связи с чем 
представляет интерес дальнейшее исследование его 
особенностей. В частности, интересно получение 
ограничений на константы связи поля φ при учете 
гало частиц ТМ, которые могут конденсироваться 
вокруг Солнца и Земли за счет взаимодействия φ 
с полями обычной материи [18].
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Приложение

ТОЧНОСТЬ ИЗМЕРЕНИЙ ДЛЯ 
НЕСТАЦИОНАРНЫХ ПРОЦЕССОВ

Рассмотрим набор данных {dk}, полученных в мо-
менты времени {tk}, k  = 1,..., N. Вектор d содержит 
сигнал s и шум n: dk = gsk + nk, где g — константа, 
подлежащая оценке. Мы полагаем, что сигнал и шум 
являются гауссовыми процессами с нулевым сред-
ним: 

	

1

1

1 1
( ) = exp ,

22 det

1 1
( ) = exp ,

22 det

T

T

p

p

−

−

 − π  
 − π  

n n n

s s s

N
N

S
S

	 (41)

где N и S — ковариационные матрицы шума и сиг-
нала соответственно. Тогда вектор данных d также 
является гауссовым: 

	 11 1
( | ) = exp ,

22 det
Tp − Γ − π  

d d dD
D

	 (42)

где D = ГS + N и параметром модели является Г ≡ g2.
Следуя [15], применим теорему Байеса: 

	
( ) ( | )

( | ) = ,
( )

p p
p

p
Γ Γ

Γ
d

d
d

	 (43)

где p(Г) — априорное распределение, которое может 
быть взято равномерным для достаточно широкого 
интервала, а p(d) — константа нормировки. 

В ММП апостериорное распределение: 

	




2

2
Г

�
( )

( | ) = exp ,�
2

p C
 Γ − Γ Γ −
 s 

d 	 (44)

где  Г̂ и ŝГ — ММП-оценки, C — константа, не за-
висящая от Г. Нашей целью является определить 
ŝГ = sg

2 при условии  Г̂ → 0. Для этого мы решаем сле-
дующие уравнения: 

	


�
=

ln( ( | )) = 0,
d

p
d Γ Γ

Γ
Γ

d 	 (45)

	




2

2 2�
=

1
ln( ( | )) = .

�
d

p
d Γ Γ Γ

Γ
Γ s

d 	 (46)

Здесь мы выразили апостериорное распределение 
p(Г | d) через p(d | Г) с помощью (43).

Раскрывая (45), получаем: 

	 1
det( )

0 = ( ) .
det( )

T

d
d d

d
−

+ Γ
Γ+ Γ +

Γ + Γ
d d

N S
N S

N S 	 (47)

Дифференцируя (N + ГS)–1(N + ГS), нетрудно 
получить, что 

  1 1 1( ) = ( ) ( ) .
d

d
− − −+ Γ − + Γ + Γ

Γ
N S N S S N S 	 (48)

С помощью известного правила дифференциро-
вания определителя получаем также 

( )1det( ) = det( )tr ( ) .
d

d
−+ Γ + Γ + Γ

Γ
N S N S N S S 	 (49)

Используя уравнения (48) и (49), мы наконец 
получаем из (45): 

	
1 1

1

0 = ( ) ( )

tr(( ) ).

T − −

−

+ Γ + Γ −

− + Γ

d dN S S N S

N S S
	

(50)

Предполагая, что амплитуда сигнала Г мала, по-
лучаем 
	 1 1 1 1( ) = .− − − −+ Γ − ΓN S N N SN 	 (51)

Производя аналогичные выкладки с (46), полу-
чаем: 

	 



( )
2
Г 1 1 1

�

Г = tr( ) ,
2

T − − −s
−d dN SN N S 	 (52)



1 1 1 1 1
2
Г

1 1
= tr( ) .

2
T − − − − − −  s

d dN SN SN N SN S 	 (53)
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Приравнивая  Г̂ = 0, получаем итоговое выражение 
для оценки точности: 

	


1 1
2
Г

1 1
= tr( ),

2
− −

s
N SN S 	 (54)

из которого следует (30).
Формула (30) может быть использована и в час-

тотной области (для этого надо лишь заменить опе-
рацию транспонирования на эрмитово сопряжение 
во всех выкладках, начиная с (41)). В случае стацио-
нарного сигнала ковариационная матрица в частот-
ном пространстве является диагональной, что по-
зволяет непосредственно получить из (30) формулу 
(15) из [15]. На первый взгляд может показаться, что 
между этими формулами есть различие на фактор 
21/4. Легко заметить, однако, что в [15] суммирование 
производится лишь до N/2, так как данные являются 
действительными, в то время как в нашем уравнении 
(30) матричные операции подразумевают суммиро-
вание до N.
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 PRINCIPLES OF THE WAVE DARK MATTER DETECTION IN GRAVITATIONAL 
REDSHIFT EXPERIMENTS IN THE SOLAR SYSTEM

S.V. Pilipenkoa, D. A. Litvinova, M.V. Zakhvatkina, b, A.I. Filetkina, c 
aP. N. Lebedev Physical Institute of the Russian academy of Sciences, Moscow, Russia

bKeldysh Institute of Applied Mathematics, Moscow, Russia
cLomonosov Moscow State University, Sternberg Astronomical Institute, Moscow, Russia

We explore the possibility of using measurements of the gravitational redshift effect as a means to constrain wave 
dark matter – a class of models in which the dark matter is accounted for by light scalar particles that behave like 
classical waves. We construct a mathematical framework that is appropriate for clock comparison experiments 
with remote clocks and can be used to determine the values of the coupling constants of such dark matter with 
particles of the Standard Model. Using this framework, we consider an experiment to detect dark matter of the 
Galactic halo using two satellites equipped with accurate and stable atomic clocks and placed into elliptical he-
liocentric orbits. We demonstrate that, in most cases, the accuracy of this experiment turns out to be not better 
than that of ground-based experiments with colocated clocks. The limitation of theaccuracy of the space-based 
experiment is found to be due to the non-relativistic Doppler compensation system, required when using moving 
clocks, which decreases the amplitude of the useful signal. Possible solutions to this problem are discussed.
Keywords: dark matter, gravitational redshift
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ческих орбит, примыкающие к точкам либрации. Приведен сценарий эволюции орбит в семействе. 
Выделены цепочки глобальных семейств: цепочка начинается в треугольной точке либрации, содержит 
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1. ВВЕДЕНИЕ
Ограниченная задача трех тел описывает движе-

ние пассивно гравитирующей точки m в поле двух 
основных тел M0 и M1. Точка m не влияет на движе-
ние основных тел, динамика которых описывается 
задачей двух тел. Задача введена в небесную меха-
нику Л. Эйлером при изучении движения Луны [1]. 
Данная модель стала основной задачей небесной 
механики по исследованию орбит [2].

Движение точки m с малой массой можно изучать 
также в рамках неограниченной (общей) задачи трех 
тел с учетом взаимного притяжения всех трех тел. 
На сегодня несоответствие в динамиках двух задач 
обнаружено только при резонансной неустойчи-
вости треугольных точек либрации [3].

Во вращающейся системе координат задачи двух 
тел M0 и M1 точка m может занимать равновесные 
положения — точки либрации. Три из них, называ-
емые коллинеарными точками либрации, L1, L2, L3, 
принадлежат прямой, соединяющей тела M0 и M1. 
Остальные две — треугольные точки либрации L4 и 
L5, образуют равносторонние треугольники с основ-
ными телами.

Ограниченная круговая задача трех тел описы-
вается автономными уравнениями. Согласно тео-
реме Ляпунова о центре [4], к равновесию консер-
вативной системы в случае пары чисто мнимых 
корней характеристического уравнения примыкает 
локальное семейство нелинейных периодических 
движений (семейство Ляпунова). Поэтому к колли-
неарной точке либрации примыкает одно семейство 

Ляпунова [5], а к треугольной точке либрации могут 
примыкать два ляпуновских семейства. Вопрос о 
глобальном семействе периодических орбит, содер-
жащего все орбиты семейства, в данной задаче ранее 
не ставился.

Теорема А.М. Ляпунова о центре (1892 г.) находит 
многочисленные приложения. В них всегда встает 
вопрос о границе применимости семейства Ляпу-
нова. Сейчас стало понятно, что вопрос разрешается 
знанием о глобальном семействе периодических 
решений, которое включает в себя локальное ляпу-
новское семейство. Прогресс в задаче о границе 
наметился с исследований А. А. Зевина [6, 7]. В ра-
боте [6] даны условия на гамильтониан, гарантиру-
ющие в компакте 2R nW ∈  продолжение ляпунов-
ского семейства на границу ∂W , в работе [7] пред-
ложены строго звездообразные (strictly starshaped) 
гамильтонианы, для которых условия продолжения 
выполняются.

Обратимая механическая система выделяется 
свойством пространственно-временнóй симметрии, 
однако в общем случае она не допускает первый 
интеграл. В системе рассматриваются симметричные 
периодические движения (СПД), для которых спра-
ведлив аналог теоремы Ляпунова о центре [8]. Проб-
лема границы СПД в работах [9, 10] решалась путем 
продолжения невырожденного СПД обратимой 
механической системы на глобальное семейство 
СПД. Наиболее общий результат изложен в работе 
[11], где снимаются ограничения, наложенные в 
статьях [9, 10]. Для автономной системы общего 

 



вида, не стесненной дополнительными ограниче-
ниями типа консервативности, обратимости, га-
мильтоновости и т.п., двумерное глобальное семей-
ство невырожденных периодических решений по-
строено в работе [12]. На глобальном семействе 
период меняется монотонно вместе с параметром 
семейства; оно содержит все связное множество 
невырожденных периодических решений семейства.

В данной статье показано, что каждое ляпунов-
ское семейство, примыкающее к точке либрации, 
продолжается на глобальное семейство периодиче-
ских орбит. Приведены сценарии образования гло-
бальных семейств. Описаны плоские и простран-
ственные семейства. Найдены цепочки глобальных 
семейств, в которых одно семейство переходит в 
другое с изменением энергии системы.

Цепочки глобальных семейств впервые исследо-
ваны в работе [13].

Круговая ограниченная задача трех тел допускает 
интеграл Якоби, для нее можно использовать фор-
мализм Гамильтона. Однако в работах [6, 7] не до-
стигнуто глобальное семейство периодических ор-
бит.

В статье применяется ранее развитая теория [9, 
10, 11, 12]. При этом глобальное семейство для кол-
линеарных точек либрации можно получить также 
из результатов для систем общего вида [12]. Теория 
позволяет вывести в фазовом пространстве симме-
тричность орбит глобального семейства [9, 10, 11].

2. ЗАДАЧА ТРЕХ ТЕЛ. ОБРАТИМОСТЬ
Уравнения круговой ограниченной задачи трех 

тел1 в безразмерных переменных и времени запи-
сываются в виде 
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1 � Изложение задачи трех тел следует учебному пособию для 
университетов [5].

Они содержат единственный безразмерный мас-
совый параметр m.

Положения относительного равновесия (точки 
либрации) находятся из системы уравнений 

	 = 0, = 0, = 0.
x y z

∂W ∂W ∂W
∂ ∂ ∂

Задача допускает 5 точек либрации Li, i = 1, ..., 5, 
все они принадлежат плоскости (x, y). При этом L1, 
L2, L3 лежат на оси абсцисс x, а точки L4 и L5 распо-
ложены симметрично относительно оси x и образуют 
равносторонние треугольники с основными телами, 
расположенными на оси x.

Особенностью системы уравнений (1) является 
ее инвариантность относительно замен 

	 ( , , , , , , ) ( , , , , , , ).x y z x y z t x y z x y z t→ - ± - -    


Система принадлежит к классу обратимых меха-
нических систем [14]: 
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с неподвижным множеством {u,v: v = 0}. В силу сим-
метричности уравнений по координате z для опре-
деленности далее рассматривается неподвижное 
множество 

	 = { , , , , , : = 0, = 0, = 0}.R x y z x y z y x z   

Тогда в системе (1), записанной в виде (2), раз-
мерности l  = n  = 3, а для векторов u и v получаем: 

= ( , , )u x y z , = ( , , )v x y z  .
Фазовый портрет системы (2) симметричен от-

носительно неподвижного множества R. Посто-
янные решения системы (2), принадлежащие R, 
называются равновесиями обратимой механической 
системы. Для них справедливо v  = 0, V(u,0) = 0. Тра-
ектории, пересекающие неподвижное множество, 
будут симметричными относительно R. Симметрич-
ная траектория, дважды пересекающая множество 
R, называется СПД. В системе (1) она представляет 
собой симметричную периодическую орбиту.

Коллинеарные точки либрации принадлежат 
множеству R, и их ляпуновские семейства являются 
симметричными. В плоской задаче (z  ≡ 0) характе-
ристическое уравнение для точки Li (i  = 1, 2, 3) имеет 
пару действительных корней противоположного 
знака и два чисто мнимых корня [5]. Паре чисто 
мнимых корней, согласно аналогу [8] теоремы Ля-
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пунова о центре, соответствует локальное нелиней-
ное семейство симметричных периодических орбит, 
примыкающее к коллинеарной точке либрации. 
Период на ляпуновском семействе монотонно за-
висит от постоянной энергии, поэтому семейство, 
по определению, является невырожденным. Следо-
вательно, в соответствии с результатами работ [9, 
10, 11], эти орбиты продолжаются на глобальное 
семейство симметричных периодических орбит.

Треугольные точки либрации не принадлежат 
неподвижному множеству R. Характеристическое 
уравнение для них допускает чисто мнимые корни 
только при выполнении условия 

	 1 27 (1 ) > 0,- m - m 	 (3)

т.е. если произведение двух конечных масс меньше 
1/27 [5]. При выполнении неравенства (3) квадраты  
lj

2 корней будут отрицательными и вычисляются по 
формуле 

	 2
1,2

1 1 27 (1 )
= .

2
- ± - m - m

l 	 (4)

Обозначим за l1 меньший по модулю корень. 
Тогда корню l1, по теореме Ляпунова о центре [4], 
всегда будет отвечать локальное ляпуновское семей-
ство орбит. При условии, что корень l2 не будет 
кратным l1, второму корню также отвечает ляпу-
новское семейство.

Глобальные семейства периодических орбит для 
треугольных точек либрации строятся продолжением 
локального ляпуновского семейства с применением 
теории [12] для систем общего вида.

3. ГЛОБАЛЬНОЕ СЕМЕЙСТВО 
ПЕРИОДИЧЕСКИХ РЕШЕНИЙ

Система (1) записывается также как система ав-
тономных дифференциальных уравнений общего 
вида 
	 = ( ), R , = 6.kw W w w k∈ 	 (5)

Тогда орбиты близ точек либрации анализиру-
ются как периодические решения системы (5) близ 
равновесия. Период на семействе ляпуновских орбит 
монотонно зависит от постоянной энергии h. По-
этому ляпуновские орбиты в (5) образуют семейство 
по параметру h периодических решений.

Для произвольного семейства периодических 
решений по скалярному параметру ĥ вводятся сле-
дующие понятия [12].

Определение 1. Семейство периодических реше-
ний называется невырожденным, если на нем пе-
риод T(ĥ) монотонно зависит от параметра ĥ.

Определение 2. Невырожденное семейство пе-
риодических решений, на котором параметр ĥ при-
нимает всевозможные для решений семейства зна-
чения, называется глобальным семейством.

Глобальное семейство периодических решений 
обозначается через S.

Определения 1 и 2 справедливы как для обрати-
мых механических систем (2), так и для автономного 
уравнения общего вида (5). При этом в (2) рассмат-
риваются СПД. Независимо от вида рассматрива-
емой системы справедлив следующий результат.

Теорема (о глобальном семействе). Пусть система 
допускает семейство невырожденных периодических 
решений по параметру ĥ. Тогда оно продолжается 
по периоду T на глобальное семейство S. На S пе-
риод T(ĥ) монотонно зависит от параметра семейства 
ĥ. Семейство S заполняет глобальную область Ŝ; S 
описывается редуцированной системой второго по-
рядка.

Доказательство теоремы для уравнения (5) при-
ведено в работе [12], для системы (2) оно дано 
в статье [11] (см. также [9, 10]).

Заметим, что, согласно приведенной теореме, 
при подходе к границе семейства период T может 
стремится к нулю, ненулевому числу T * или к бес-
конечности. Нуль получается для семейства с убы-
вающим периодом; для центра период T  →T *; для 
седла T  → +∞ [9, 10, 11, 12]. Многообразие Ŝ мно-
гомерной системы в общей ситуации не будет 
плоским.

В задаче трех тел применяются следствия из при-
веденной теоремы.

 Следствие 1. Ляпуновское семейство продолжа-
ется на глобальное семейство невырожденных пе-
риодических решений (глобальная теорема Ляпунова 
о центре для консервативной системы).

Следствие 1 применяется для периодических ор-
бит близ треугольных точек либрации L4, 5.

Такой же вывод получается для симметричного 
ляпуновского семейства обратимой механической 
системы.

 Следствие 2. Симметричное ляпуновское семей-
ство обратимой механической системы продолжа-
ется на глобальное семейство невырожденных сим-
метричных периодических решений (глобальная 
теорема Ляпунова о центре для обратимой механи-
ческой системы).

Следствие 2 применяется для симметричных пе-
риодических орбит близ коллинеарных точек ли-
брации L1, 2, 3.
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4. ГЛОБАЛЬНЫЕ СЕМЕЙСТВА 
ПЕРИОДИЧЕСКИХ ОРБИТ, СВЯЗЫВАЩИЕ 
ТОЧКИ ЛИБРАЦИИ В ПЛОСКОЙ ЗАДАЧЕ

4.1. Кривая Г нулевой скорости точек  
на глобальном семействе

На каждой периодической орбите скорость точки 
в некоторый момент времени обращается в нуль. 
Существование на плоскости (x, y) точечного следа 
периодической орбиты лежит в основе метода по-
строения глобального семейства периодических 
орбит.

Согласно теореме раздела 3, глобальное семей-
ство периодических орбит описывается редуциро-
ванной системой. Для консервативной системы 
выводится редуцированная консервативная система 
с одной степенью свободы.

На периодическом решении скорость точки в 
некоторый момент обращается в нуль, причем су-
ществуют, по крайнем мере, два таких момента. При 
изменении параметра семейства ĥ в фазовом про-
странстве системы (1) получается кривая нулевой 
скорости точек. Она обозначается через Г(ĥ). Для 
описания глобального семейства иногда достаточно 
привести одну из кривых Г(ĥ).

В плоской ограниченной задаче область возмож-
ных движений точки m при рассматриваемом зна-
чении параметра C выделяется неравенством 
2W(x, y) ≥ C, где C  = –2h, h  < 0 — постоянная интег-
рала энергии. Кривая Хилла представляет собой 
линию уровня 2W(x, y) = C функции W(x, y) на плос-
кости (x, y); на ней cкорость точки m равна нулю. На 
рис. 1 кривые Хилла изображены с учетом сим-

метрии относительно оси x: приведена верхняя по-
луплоскость. Как и в работе [5], значения Cj умень-
шаются при росте номера j, а кривые Хилла для 
значений C, превосходящих C2, обозначены штри-
ховой замкнутой линией.

Точке либрации Li соответствует значение пара-
метра C(Li). Поэтому для точек глобального семей-
ства периодических орбит, рожденного из точки Li, 
значения параметра C  > C(Li). С изменением пара-
метра C происходит переход от одной к другой пе-
риодической орбите. На каждой периодической 
орбите семейства скорость точки в некоторый мо-
мент времени становится нулевой. В этот момент 
времени периодическая орбита оставляет точечный 
след на кривой Хилла с параметром C. В результате 
монотонного изменения C получается кривая Г ну-
левой скорости для орбит глобального семейства. 
Кривая Г начинается в точке либрации. Она пере-
секает кривые Хилла. Для глобального семейства 
имеется, по крайней мере, две кривые Г.

Проекция точек неподвижного множества R на 
плоскость (x, y) совпадает с осью x. Поэтому для 
симметричных периодических орбит одна из кривых  
Г принадлежит оси x, примыкая к соответствующей 
коллинеарной точке либрации.

Для гладкого по параметру С глобального семей-
ства на рис. 1 изображена гладкая кривая Г. Она 
выделена цветом. Треугольной точке либрации L4, 5 
отвечают два глобальных семейства, поэтому от 
точки либрации отходят две кривые Г(С) синего 
цвета: левая (a) и правая (b). Кривые нулевой ско-
рости для орбит, рожденных из точек L1, L2 и L3, на 
рис. 1 выделены зеленым, оранжевым и коричневым 

Рис. 1. Кривая Г нулевой скорости на орбитах глобального семейства, пересекающая кривые Хилла.
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цветами соответственно. Кривые Г, принадлежащие 
оси x, выделены красным, розовым и желтым цве-
тами.

Для определенности полагаем, что масса тела M0 
больше или равна массе тела M1. Cначала рас-
смотрим диапазон 0 < m < 1/2. Тогда для точек ли-
брации выполняются неравенства 

	 2 3 1 4 5( ) > ( ) > ( ) > ( ) = ( ).C L C L C L C L C L

4.2. Двойственный характер коллинеарных 
точек либрации

Характеристическое уравнение для коллинеарной 
точки либрации Li (i  = 1, 2, 3) содержит пару чисто 
мнимых корней и пару действительных корней про-
тивоположного знака. Поэтому в фазовом простран-
стве точка либрации Li раздваивается на пару центр-
седло. Окрестность точки Li содержит два двумерных 
многообразия, одно из которых отвечает центру, дру-
гое — седловой точке. В седловой точке начинаются 
сепаратрисы — устойчивые (направленные к седловой 
точке) и неустойчивые (исходящие из седловой 
точки). При локальном изучении седловой точки се-
паратрисы представлены двумя парами «усов».

Что касается чисто мнимых корней, то на втором 
многообразии, согласно аналогу [8] теоремы Ляпу-
нова о центре, к точке Li примыкает симметричное 
ляпуновское семейство периодических орбит. Это 
семейство локальное. По следствию 2 [11] оно про-
должается на глобальное семейство S1 симмет-
ричных периодических орбит.

Двойственный характер коллинеарной точки 
либрации Li отмечается мысленным разделением ее 
на Li

+ (центр) и Li
– (седло).

4.3. Голобальные симметричные семейства 
периодических орбит

В данном разделе описано формирование гло-
бального семейства периодических орбит для кол-
линеарной точки либрации L1. Семейство S1 состоит 
из периодических орбит, симметричных относи-
тельно неподвижного множества R, на котором 
y  = 0,  .x  = 0. На плоскость (x, y) точки множества R 
для S1 проецируются (см. рис. 1) как отрезок X1 (вы-
делен красным цветом на оси x), содержащий точку 
L1. Сам отрезок расположен между двумя пересече-
ниями кривой C = C(L3) с осью абсцисс. Следова-
тельно, орбиты семейства S1 занимают на рис. 1 
область, ограниченную кривыми C = C(L1) и 
C = C(L3).

Кривая нулевой скорости Г(С) (зеленого цвета) 
для орбит семейства S1 берет начало в точке L1 и с 

увеличением параметра С стремится к кривой со 
значением C = C(L3). Она получается сдвигом вдоль 
траекторий правой от L1 части отрезка X1. Правая 
граница отрезка X1 принадлежит C = C(L3), на кото-
рой расположена равновесная точка L3. Поэтому 
при C → C(L3) кривая Г(С) входит в точку L3, ско-
рость в которой также равна нулю. Многообразие 
Ŝ1 содержит центр L1

+, период на S1 меняется моно-
тонно, орбиты семейства S1 стремятся к кривой 
C = C(L3) с одновременным стремлением кривой 
Г(С) к точке L3. Поэтому равновесие L3 становится 
седлом L3

– для семейства S1. Глобальное семейство 
S1 ограничено в фазовом пространстве. Границы 
глобального семейства образуют центр L1

+ и седло 
L3

–. С учетом нижней половины рис. 1 получаем 
вывод: глобальное множество S1 ограничено сепа-
ратрисами, которые начинаются в точке L3

–. Период 
на S1 увеличивается неограниченно.

Точка L3 имеет двойственный характер. Центру 
L3

+ отвечает симметричное локальное ляпуновское 
семейство, которое продолжается, согласно следст-
вию 2, на глобальное семейство симметричных пе-
риодических орбит S3. Здесь проекцией на плоскость 
(x, y) множества точек R для S3 является отрезок X3 
(желтого цвета). На внешней от кривой C = C(L2) 
области нет равновесия, поэтому начальные точки 
для СПД принадлежат левосторонней окрестности 
точки L3 на оси x. В результате получается двумерное 
многообразие Ŝ3 в пространстве.

Семейство S3 начинается в точке L3
+. Второй рав-

новесной точкой на двумерном многобразии Ŝ3 ста-
новится седло L2

–. На S3 период увеличивается от 
центра L3

+ к седлу L2
– неограниченно. С учетом ни-

жней половины рис. 1 получается, что орбиты S3 
проецируются на плоскость (x, y) в виде симмет-
ричной фигуры, связывающей точки L3 и L2.

Третье глобальное симметричное семейство S2 
периодических орбит начинается в точке L2

+. Оно 
качественно повторяет поведение глобальных се-
мейств S1 и S3 с тем лишь отличием, что орбиты 
семейства не ограничиваются точкой либрации. На 
рис. 1 кривая Г нулевой скорости (оранжевого цвета) 
для орбит семейства S2 начинается в точке L2 и с 
увеличением C стремится к телу M1. Вторая такая 
же кривая стремится к телу M0: на рис. 1 изображены 
две кривые Г для одного глобального семейства. 
Проекцией на плоскость (x, y) множества точек R 
для S2 является отрезок X2 (розового цвета).

Орбиты глобального семейства S2 «прижима-
ются» к основным телам. Качественная оценка по-
ведения орбит при подходе к границе глобального 
семейства связана с особенностями задачи трех тел 
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в точках M0 и M1. При подходе к ним реализуется 
сценарий, когда в теореме о глобальном семействе 
параметр C ограничивается конечным числом. На 
рис. 1 «прижимание» отражено в прерывании кри-
вых Г (оранжевого цвета) и двустороннем ограни-
чении длины отрезка X2.

Вывод 1. Глобальные семейства симметричных 
орбит Si (i  = 1, 2, 3) существуют при 0 < m < 1/2. На 
них период возрастает. Семейство S1 связывает 
точки L1

+ и L3
–, семейство S3 связывает точки L3

+ и 
L2

–, семейство S3 начинается в точке L2
+ и «прижи-

мается» к основным телам M0 и M1. Семейства S1, 
S3 и S2 образуют цепочку с растущим на ней пара-
метром C  = –2h.

4.4. Случай m(1 – m) < 1/27

При выполнении условия (3) к коллинеарным 
точкам либрации добавляются треугольные точки 
либрации L4, 5, расположенные на плоскости (x, y) 
симметрично относительно оси x. Их глобальные 
семейства S4, 5 периодических орбит также располо-
жены на плоскости (x, y) симметрично относительно x.

Обратимся к точке либрации L4, которая в фазо-
вом пространстве представлена двумя центрами. 
К точке L4 примыкают два ляпуновских семейства, 
которые, согласно следствию 1, продолжаются на 
свои глобальные семейства. На рис. 1 кривая Г ну-
левой скорости для периодических орбит начинается 
в точке L4, на ней параметр С увеличивается, начи-
ная со значения C = C(L4).

Предположим, что при увеличении параметра С 
кривая Г(C ) не покидает область Y, ограниченную 
замкнутой кривой C = C(L1). Тогда получается гло-
бальное семейство, для которого параметр C огра-
ничен снизу и сверху. Нижнее значение C отвечает 
центру (в точке L4), верхнее значение — седлу L1

–. 
Существование семейства не зависит от условия 
нерезонансности частот | l1 | и | l2 |, следовательно, 
оно соответствует меньшей частоте | l1 |. Глобальное 
семейство S4

(1) орбит качественно ведет себя как 
семейства S1 и S3. Кривая Г нулевых скоростей для 
семейства S4

(1) на рис. 1 изображена синим цветом, 
обозначена буквой a и идет влево от точки L4.

Симметричное семейству S4
(1) глобальное семей-

ство S5
(1) также имеет седлом L1

–. Тем самым обе пары 
«усов» седла L1

– заполняются.
Пусть выполнено условие нерезонансности для 

корня l2 ≠ pl1, p  = N. Тогда, по теореме Ляпунова о 
центре, к точке либрации L4 (L5) примыкает второе 
ляпуновское семейство. По следствию 1 оно про-
должается по периоду T на глобальное семейство, 

обозначаемое через S4
(2) (S5

(2)
,4). Седла L1

– и L3
– не со-

держат свободной пары «усов», а одной пары «усов» 
седла L2

– недостаточно для примыкания двух равно-
правных семейств.

Таким образом, семейства (S4
(2)
,5) или покидают 

любую ограниченную в фазовом пространстве об-
ласть, или «прижимаются» к основным телам.

На рис. 1 кривая b нулевых скоростей синего 
цвета идет вправо от точки L4.

Вывод 2. При выполнении условия (3) из точек 
либрации L4,5 начинаются глобальные семейства 
периодических орбит S4

(1)
,5, отвечающие меньшей 

частоте | l1 | малых колебаний. На S4
(1)
,5 параметр C 

возрастает, периоды орбит стремятся к бесконеч-
ности, а орбиты неограниченно подходят к точке 
L1

–. Глобальные семейства S4
(2)

,5, соответствующие 
большей частоте | l2 |, существуют, если частота 
|l2| ≠ p|l1|, p  ∈ N. На S4

(2)
,5 параметр C возрастает, со-

провождаясь монотонным изменением периода 
орбит на семействе. Орбиты семейств S4

(2)
,5 уходят на 

бесконечность или «прижимаются» к основным 
телам M0 и M1.

4.5. Задача с основными телами одинаковой массы

При m = 1/2 основные тела имеют равные массы. 
Условие (3) не выполняется: глобальные семейства, 
примыкающие к треугольным точкам либрации, 
в задаче отсутcтвуют. Точка L2 находится в центре 
масс. Семейство S3 по-прежнему существует. Точки 
L1 и L3 равноправны, поэтому точки L1

+ и L2
– (L3

+ и 
L2

–) связываются глобальным семейством S1. На 
общей границе глобальных семейств S1 и S3 нахо-
дится седло L2

–. Семействами S1 и S3 заполняются 
обе пары «усов» седловой точки L2

–.
Вывод 3. В плоской ограниченной задаче с основ-

ными телами M0 и M1 с одинаковой массой глобаль-
ные семейства S1 и S3, начинающиеся из разных 
точек либрации, идентичны друг другу, заканчива-
ются в точке L2

– и разнесены в фазовом пространстве. 
В задаче реализуются две цепочки S1 - S2 и S3 - S2, 
на них параметр С возрастает, а орбиты семейства 
S2 «прижимаются» к основным телам M0 и M1.

5. ПРОСТРАНСТВЕННЫЕ ГЛОБАЛЬНЫЕ 
СЕМЕЙСТВА ПЕРИОДИЧЕСКИХ ОРБИТ
В пространственной ограниченной круговой за-

даче трех тел для точек либрации вычисляется про-
изводная 

	 3 3
0 1

1
= , = , = 1, ,5.k ka z a k

z r r

∂W - m m
- +

∂

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При этом для коллинеарных точек либрации вы-
полняется неравенство a1, 2, 3 > 1, для треугольных 
точек либрации получаем a4, 5 = 1 [5]. В результате 
для всех точек либрации выводятся пары чисто мни-
мых корней, соответствующие малым простран-
ственным колебаниям.

Характеристическое уравнение для коллинеарной 
точки либрации Lk в плоской задаче записывается 
в виде 

	 4 2(2 ) (1 )(1 2 ) = 0,k k ka a as + - s + - +

а квадраты корней вычисляются по формуле 

	 2
1,2

2
= , = (9 8) > 0.

2 2
k

k k
a D

D a a
-

s ± -

Эти формулы связывают частоты малых про-
странственных и плоских колебаний.

Сравним квадраты частот ak и | s2
2 |. Для чисто 

мнимых корней получаем 2
2|2 | = 2 .ka Ds - +  По-

этому условие ak > | s2
2 | приобретает вид < 3 2.kD a -  

Оно выполняется только при ak > 2/3. При извлече-
нии квадратного корня получается также условие 
ak < 1.

Таким образом, для всех коллинеарных точек 
либрации частота малых пространственных колеба-
ний меньше частоты малых плоских колебаний. 
Поэтому, согласно аналогу [8] теоремы Ляпунова 
о центре, к каждой коллинеарной точке либрации 
примыкает симметричное семейство простран-
ственных ляпуновских орбит. Эти орбиты по след-
ствию 2 продолжаются на глобальное семейство 
пространственных периодических орбит. В семей-
стве период орбит меняется монотонно, само се-
мейство стремится к бесконечности.

Для треугольных точек либрации частота про-
странственных колебаний равна 1. При этом частоты 
плоских колебаний вычисляются по формуле (4) и 
не превышают единицы. Значит, для применения 
теоремы Ляпунова о центре [4] необходимо исклю-
чить два счетных ряда значений параметра m: 

1,2| | = 1,p l  N.p ∈  В явном виде условия записыва-
ются с применением формулы (4).

Вывод 4. Пространственные глобальные семей-
ства периодических орбит примыкают к точкам ли-
брации, на них параметр С и период меняются мо-
нотонно, а сами семейства уходят в бесконечность. 
Семейства существуют для всех коллинеарных и 
треугольных точек либрации.

При этом для коллинеарной точки либрации Li 
(i  = 1, 2, 3) пространственное глобальное семейство 
состоит из симметричных орбит. Для треугольных 

точек либрации пространственные глобальные се-
мейства реализуются для всех значений массового 
параметра m, подчиняющихся неравенству (3), таких, 
что 

	 2(1 1 27 (1 )) 2, N.p p± - m - m ≠ ∈

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В ограниченной круговой задаче трех тел суще-

ствуют глобальные семейства периодических орбит, 
примыкающие к точкам либрации и содержащие в 
себе локальные ляпуновские семейства орбит. Се-
мейства делятся на плоские и пространственные, 
симметричные и несимметричные.

В плоской задаче при 0 < m < 1/2 из точки L1 на-
чинается глобальное семейство S1, которое приходит 
к точке L3; из точки L3 начинается глобальное се-
мейство S3, приходящее к точке L2, из которой на-
чинается глобальное семейство S2. Каждое семейство 
ограничено в пространстве, на семействах S1 и S3 
период неограниченно возраcтает, орбиты семейства 
S2 «прижимаются» с ростом C к основным телам M0 
и M1; эволюция глобальных семейств происходит 
с изменением энергии системы h. Семейства Sj,  j  = 1, 
2, 3, состоят из симметричных относительно оси x 
орбит и образуют цепочку S1 - S3 - S2 с растущим на 
ней параметром C, где C  = -2h, h  < 0.

Для точек либрации L4, 5 периодические орбиты 
глобального семейства несимметричны, но сами 
семейства являются симметричными относительно 
оси x на плоскости (x, y). Семейства существуют, 
если массовый параметр m удовлетворяет усло
вию (3). К треугольным точкам либрации примы-
кают два глобальных семейства, одно из которых 
S4,

(1)
5 существует всегда и соответствует меньшей час-

тоте | l1 | малых колебаний в окрестности точки ли-
брации, другое семейство — S4,

(2)
5, реализуется при 

выполнении условий | l2 | ≠ p | l1 |,  p ∈ N на большую 
частоту. Глобальные семейства S4,

(1)
5 приходят с не-

ограниченно возрастающим периодом к точке L1. 
На семействах S4,

(2)
5 период орбит меняется моно-

тонно. Орбиты семейств S4,
(2)

5 уходят на бесконечность 
или «прижимаются» к основным телам M0 и M1.

Глобальные семейства образуют цепочки; це-
почка начинается в треугольной точке либрации, 
содержит глобальные семейства для треугольной 
и всех коллинеарных точек либрации, заканчивается 
семейством, орбиты которого «прижимаются» 
к  основным телам. На цепочках семейств 

(1)
1 3 24,5S - S - S - S  параметр C возрастает. На семей-

ствах S4,
(1)

5, S1 и S3 на двумерном многообразии свя-
зываются центр и седло.
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При m = 1/2 семейства S1 и S3, начинающиеся из 
разных точек либрации, идентичны друг другу, при-
мыкают к одной конечной точке L2 и разнесены в 
фазовом пространстве.

Пространственные глобальные семейства перио-
дических орбит примыкают к точкам либрации, на 
них параметр C и период меняются монотонно, а 
сами семейства уходят в бесконечность. При этом 
для коллинеарной точки либрации Lk (k = 1, 2, 3) 
пространственное глобальное семейство состоит из 
симметричных орбит относительно неподвижных 
м н о ж е с т в  { , , , , , : = 0, = 0, = 0}x y z x y z y x z     и 
{ , , , , , : = 0, = 0, = 0}x y z x y z y z x    одновременно. Для 
треугольных точек либрации пространственные гло-
бальные семейства реализуются, когда массовый 
параметр m  принадлежит диапазону (3) и выполня-
ются условия 

	 2(1 1 27 (1 )) 2,  N.p p± - m - m ≠ ∈
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GLOBAL FAMILIES OF PERIODIC ORBITS ADJACENT TO LIBRATION  
POINTS IN THE RESTRICTED THREE-BODY PROBLEM

V. N. Tkhai a 
aInstitute of Control Sciences of Russian Academy of Sciences, Moscow, Russia

The restricted circular three-body problem is studied. All global families of periodic orbits adjacent to the libration 
points are found. A scenario for the evolution of orbits in the family is given. Chains of global families will be 
highlighted; the chain begins at the triangular libration point, contains global families for the triangular and all 
collinear libration points, and ends with a family whose orbits are pressed against the main bodies. The evolution 
of global families in the chain associated with changes in the energy of the system is described. Planar and spatial 
orbits are studied.
Keywords: three-body problem, reversible mechanical system, libration points, Lyapunov family, global family 
of periodic orbits, evolution, chains of global families
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В статье представлены принцип действия, основные компоненты и результаты применения созданного 
в ГАИШ МГУ программного комплекса (ПК) обработки больших объемов данных космической геоде­
зической информации. ПК был использован для обработки межспутниковых измерений космической 
группировки, предназначенной для определения параметров гравитационного поля Земли (ГПЗ). Экс­
периментальный образец ПК позволяет работать как с модельными данными, так и с реальными на­
блюдениями. Проведены тестовые испытания данного ПК по восстановлению параметров ГПЗ на ре­
альных данных миссий GRACE и GRACE-FO. Решения построены как для отдельных месяцев прове­
дения измерений в период с 2010 по 2021 гг., так и для длительных интервалов времени (4.3 года и 7.6 лет). 
Произведено сравнение полученных решений с результатами восстановления ГПЗ другими исследова­
телями.
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1. ВВЕДЕНИЕ
17 марта 2002 г. произошло знаменательное со­

бытие, которое открыло новую эпоху в развитии 
космической геодезии: с российского космодрома 
Плесецк были выведены на околоземную близпо­
лярную орбиту два спутника-близнеца миссии 
GRACE с первоначальной высотой орбиты порядка 
500 км и наклонением 89.0°, на расстоянии около 
200 км друг от друга [1]. Близполярная орбита обес­
печивала полное и относительно однородное по­
крытие земной поверхности измерениями. Началь­
ная высота орбиты 500 км обеспечивала, с одной 
стороны, достаточный уровень гравитационного 
сигнала для уточнения ГПЗ, а с другой — подходила 
для исследований атмосферы и ионосферы. Спут­

ники GRACE были связаны между собой высоко­
точной межспутниковой микроволновой системой, 
работающей в диапазонах К (24 ГГц) и Ка (32 ГГц) 
[2, 3]. Каждый космический аппарат (КА), помимо 
микроволновой системы измерений межспутнико­
вого расстояния, был оснащен GPS приемниками 
[4], звездными датчиками и прецизионными аксе­
лерометрами [5]. Высота орбиты спутников вслед­
ствие торможения в верхних слоях атмосферы 
уменьшалась в среднем на ≈ 30 м/сут, поэтому про­
екция трасс КА на поверхность Земли не была фик­
сированной и менялась со временем. В штатном 
режиме измерений положение спутников стабили­
зировалось по всем трем осям, поэтому антенны 
микроволновой системы удерживались точно на­

 



правленными друг на друга. Микроволновый ин­
терферометр К/Ka диапазона позволял измерять 
изменения межспутникового расстояния с микро­
метровой точностью. В сочетании с GPS измерени­
ями, а также измерениями негравитационных уско­
рений и вращений, которые регистрировались бор­
товыми акселерометрами и звездными датчиками, 
микроволновая система, в конечном итоге, реги­
стрировала воздействие вариаций ГПЗ на расстояние 
между спутниками.

Основной научной задачей миссии GRACE было 
создание ежемесячных моделей ГПЗ с простран­
ственным разрешением порядка 400 км. За 15-лет­
ний срок активного существования миссия GRACE 
обеспечила мировое научное сообщество информа­
цией о вариациях глобального гравитационного поля 
Земли и перемещениях больших масс во всех геос­
ферах. Наблюдения GRACE легли в основу новых 
данных об изменениях климата [6], эволюции кри­
осферы [7], океанов [8, 9, 10], гидрологических 
циклов [11, 12], а также тектонических событий [13].

Миссия GRACE доказала свою эффективность 
не только в получении моделей ГПЗ высокого про­
странственного разрешения, впервые по данным 
миссии было начато построение ежемесячных мо­
делей. Поэтому в продолжение миссии GRACE 22 
мая 2018 г. состоялся запуск двух спутников-близ­
нецов GRACE Follow On. Основной целью миссии 
является обеспечение поступления данных для еже­
месячных глобальных моделей ГПЗ высокого раз­
решения, начатых в миссии GRACE, т. е. монито­
ринг медленных временны`х вариаций ГПЗ. Пара­
метры орбит спутников GRACE-FO практически те 
же самые, что и для спутников GRACE. С учетом 
опыта работы GRACE многие бортовые приборы и 
датчики были модернизированы [14]. Основным 
инструментом для измерения межспутникового рас­
стояния по-прежнему является микроволновая сис­
тема К-диапазона. Однако принципиальным мо­
ментом миссии является то, что спутники также 
оснащены лазерной интерферометрической сис­
темой, которая позволяет поднять точность изме­
рений на нанометровый уровень. Первые данные 
обработки лазерных измерений превзошли все ожи­
дания в отношении точности определения межспут­
никового расстояния [15], а также показали хорошее 
согласие с данными основной измерительной сис­
темы микроволнового диапазона [16].

С началом поступления данных GRACE, а 
с 2019 г. и данных GRACE-FO, в различных научных 
центрах мира начали создаваться модели ГПЗ (гра­
витационного поля Земли), как статические, так и 

ежемесячные. Полный список таких моделей ГПЗ, 
который регулярно пополняется, публикуется на 
сайте Международного центра глобальных моделей 
Земли (International Centre for Global Earth Models, 
ICGEM) [17]. Как правило, статические модели 
создаются на основе комбинации различных дан­
ных, которые могут включать данные космических 
геодезических миссий (CHAMP, GOCE, GRACE), 
данные альтиметрии и наземной гравиметрической 
съемки. В качестве примера можно указать одну из 
последних моделей ГПЗ — модель WHU-SWPU-
GOGR2022S 2023 г., созданную китайскими уче­
ными по данным GOCE и GRACE в разложении до 
степеней и порядков 300. Наиболее полной комби­
нированной глобальной моделью ГПЗ является мо­
дель XGM2019e, реализованная в разложениях 760, 
2190 и 5540 сферических гармоник. Последнее со­
ответствует пространственному разрешению около 
4 км [18].

Тем не менее существуют статические модели 
ГПЗ, построенные только по данным миссии 
GRACE. Самой последней моделью, в которой были 
использованы все наблюдения GRACE, начиная с 
апреля 2002 г., является модель ITSG-Grace2018. 
Модель создана в Техническом университете города 
Грац (Австрия) и полна до степеней и порядков 200 
[19, 20]. В 2016 г. были опубликованы две модели, 
созданные в университетах Китая Tongji (Шанхай) 
и HUST (Ухань): модель Tongji-Grace02s в разложе­
нии до 180 сферических гармоник [21] и модель 
HUST-Grace2016s в разложении до 160 сферических 
гармоник [22]. Глобальная модель ГПЗ ITU_
GRACE16, основанная также только на данных 
миссии GRACE, разработана коллаборацией ряда 
научных организаций Турции в разложении до сте­
пеней и порядков 160 [23]. Можно также упомянуть 
более ранние модели ГПЗ, основанные только на 
данных GRACE. Это две модели, разработанные в 
Институте геодезии и геоинформации Университета 
Бонна: модель ITG-Grace2010s [24] и модель ITG-
Grace03 [25]. Обе модели представлены в разложе­
нии до 180 сферических гармоник.

Очевидно, что модели ГПЗ, меняющиеся во вре­
мени на интервалах один месяц, могут быть постро­
ены только по данным GRACE и GRACE-FO. Такие 
модели создаются в трех международных центрах: 
Center for Space Research at University of Texas, Austin 
(CSR), Helmholtz Centre Potsdam German Research 
Centre for Geosciences (GFZ), Jet Propulsion 
Laboratory JPL). Решения, полученные в этих 
центрах, также доступны на сайте ICGEM [17].
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В данной работе мы представляем первый отече­
ственный программный комплекс, разработанный 
в ГАИШ МГУ, предназначенный для обработки 
данных наблюдений космической группировки типа 
GRACE, с целью решения обратной задачи по вос­
становлению гравитационного поля Земли и полу­
чения новой независимой модели ГПЗ.

2. ПРИНЦИП РАБОТЫ И ОСНОВНЫЕ 
КОМПОНЕНТЫ ПРОГРАММНОГО 

КОМПЛЕКСА
Программный комплекс обработки космической 

геодезической информации системы «спутник–
спутник» предназначен для моделирования и реше­
ния целевых задач по восстановлению ГПЗ в сред­
нечастотной области спектра. Термин «среднеча­
стотный» означает, что рассматривается разложение 
ГПЗ в ряд по сферическим функциям до степени 

max 200,N   определенное выражением: 
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В выражении (1): GM — гравитационный пара­
метр Земли; r, j, l — сферические координаты точки 
в системе координат, жестко связанной с Землей 
(система ITRF); U0 — потенциал Земли в представ­
лении материальной точки, U0 = GM/r ; aE — средний 
экваториальный радиус Земли; (sin )nmP j  — при­
соединенные функции Лежандра; nmC , nmS  — нор­
мированные коэффициенты Стокса (m  = 0 — зо­
нальные гармоники, m  > 0 — тессеральные); n, m — 
степень и порядок разложения.

Блок-схема ПК, поясняющая его работу, пред­
ставлена на рис. 1. В самом начале задаются пара­
метры работы ПК (дата, количество восстанавлива­
емых гармоник ГПЗ, состав действующих сил на КА 
и т. д.), которые прописываются в отдельном тек­
стовом файле. Этот файл считывается головной 
программой ПК, после чего идет обращение к фай­
лам моделей, эфемерид, орбит КА (при наличии) и 
т. д., для выборки и записи в оперативную память 
ЭВМ необходимых данных для расчета. Условно эту 
часть ПК можно назвать модулем инициализации 
необходимых переменных.

Далее при использовании в модели сил, действу­
ющих на КА, приливных воздействий, в модуле 
расчета приливов ПК происходит корректировка 
коэффициентов Стокса, и затем рассчитывается 
матрица перехода из земной в небесную систему 
координат (матрицы прецессии, нутации, поворота 
Земли, перевод шкал времени).

С учетом заданного состава сил формируется 
вектор правых частей дифференциальных уравнений 
движения КА, и посредством модуля интегратора 
рассчитываются необходимые величины системы 
«спутник–спутник», включая межспутниковые ве­
личины: координаты и компоненты скорости двух 
КА, межспутниковые расстояния, скорости и уско­
рения.

Рассчитанные величины позволяют составить 
матрицу условных и нормальных уравнений для 
дальнейшего восстановления ГПЗ методом наи­
меньших квадратов (МНК).

Если в ПК задана одна итерация восстановления, 
то результаты восстановления попадают в модуль 
выдачи и представления результатов расчетов, где 
они записываются в выходной текстовый файл. Если 
же в ПК задано более одной итерации уточнения 
ГПЗ, то результат восстановления ГПЗ перезапи­
сывается в файл, содержащий исходную модель ГПЗ, 
и алгоритм повторяется вновь.

Все воздействия сил на КА, а также алгоритм 
перехода из земной в небесную систему координат 
рассчитываются в ПК в соответствии со стандартами 
IERS2010 [26]. Состав используемых моделей при­
веден в табл. 1. 

ПК имеет два основных режима работы:  
• работа с синтетическими (модельными) дан­

ными; 
• работа с реальными данными. 

Таблица 1. Состав моделей сил, используемых в 
ПК

№ Тип модели Наименования 
модели

1 Глобальная модель ГПЗ в 
виде сферических гармо­
ник геопотенциала 

EGM96 [27], ITG-
Grace03, EGM2008 
и другие с ресурса 
ICGEM [17] 

2 Модель океанических при­
ливов 

FES2004/2014 [28, 
29] 

3 Модель приливов в теле 
Земли, включая полюсные 
приливы

Согласно IERS2010 
[26]

4 Модель атмосферы NRLMSISE-00 [30] 
5 Модель гравитационного 

воздействия со стороны 
Луны, Солнца и планет

Согласно [31] на 
основе эфемерид 
DE421 [32]

6 Модель радиационного 
давления Солнца

Согласно [31], 
форма КА в виде 
прямоугольного 
параллелепипеда

7 Эффекты общей теории 
относительности

Согласно IERS2010 
[26]
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Режим работы с синтетическими данными пред­
назначен для расчета орбит и межспутниковых ве­
личин, в том числе расстояний и ускорений между 
двумя КА. Параметры орбиты задаются в виде кеп­
леровых элементов или в виде координат и скоро­
стей в геоцентрической инерциальной системе ко­
ординат. В результате выполнения программы фор­
мируется файл, содержащий положения, скорости 
и относительные ускорения.

Далее запускается восстановление коэффициен­
тов ГПЗ на основе рассчитанного файла. При вос­
становлении делается предположение, что все из­
мерения можно распределить на группы так, чтобы 
внутри каждой группы измерения можно было счи­
тать равноточными. Можно предположить, что 
группа таких измерений может быть выполнена в 
течение некоторого времени, когда условия изме­
рений не изменяются. Таким образом, все измере­
ния группировки КА разбиваются на небольшие 
интервалы (дуги) продолжительностью 30 минут. 
После этого рассчитываются дуги и матрицы коэф­
фициентов для восстановления ГПЗ. Коэффици­
енты записываются в отдельные файлы в рабочем 
каталоге программы. Каждая дуга состоит из набора 
положений, скоростей, ускорений. Для каждой 
точки дуги производится расчет относительных 
ускорений, рассчитанное значение сравнивается 
с измеренным и формируется матрица условных 
уравнений для коэффициентов ГПЗ.

Матрицы коэффициентов могут записываться 
на диск для каждой дуги, а могут суммироваться 
в процессе расчета и записываться один раз в конце 
работы процесса. ПК позволяет эффективно распа­
раллелить расчет, так как каждая дуга рассчитыва­
ется независимо. ПК разбивает весь диапазон дуг 
на N частей и запускает одновременно N процессов, 
каждый из которых рассчитывает свою часть. Го­
ловная программа при этом ждет завершения рас­
четов и суммирует дуги вместе, что и продемонстри­
ровано на схеме на рис. 1.

После расчетов запускается непосредственно 
восстановление коэффициентов ГПЗ. Восстанов­
ление коэффициентов производится с помощью 
МНК с использованием методов библиотеки 
LAPACK [33] — библиотеки с открытым исходным 
кодом, содержащей методы для решения основных 
задач линейной алгебры. После выполнения МНК 
записывается новый файл коэффициентов ГПЗ. 
Запись коэффициентов идет до степени Nmax, задан­
ной в файле инициализации, в котором также можно 
задать выдачу разницы высот геоида получившегося 
и базового (начального) поля, а также дисперсию 

степеннóй разности, о которой более подробно бу­
дет сказано далее.

При работе с реальными данными вместо рас­
четных орбит и межспутниковых расстояний ис­
пользуются величины из оригинальных файлов 
миссий GRACE и GRACE-FO уровня 1B. В осталь­
ном режим аналогичен режиму с синтетическими 
данными.

3. СТРУКТУРА РЕАЛЬНЫХ ДАННЫХ
В качестве реальных данных были использованы 

данные миссий GRACE и GRACE-FO. Эти данные 
обладают схожей структурой (детальное описание 
структуры данных содержится в [34, 35]). Основной 
массив информации разделен на уровни, названные 
1А и 1В. Уровень 1А содержит сырые данные, полу­
ченные со спутников, предварительно обработанные 
для приведения к читаемому стандартному виду. При 
этом учитывается калибровка приборов, в результате 
чего данные из бинарного формата переводятся 
в приборные значения и осуществляется их привязка 
к бортовой шкале времени. На уровне 1В данные 
профильтрованы и обработаны до вида, пригодного 
для восстановления гравитационного поля тем или 
иным методом. В частности, исключаются выбросы 
в показаниях приборов и все данные привязываются 
к единой шкале времени GPS с одинаковым шагом. 
Каждый уровень состоит из наборов посуточных фай­
лов, в которых сгруппированы данные схожего типа.

Для решения основной задачи о восстановлении 
ГПЗ, в ПК были использованы следующие данные 
уровня 1B (приводятся аббревиатуры, с которых 
начинаются имена файлов данного типа): ACT1B — 
данные акселерометров; GNI1B и GNV1B — нави­
гационные данные; KBR1B — данные измерения 
межспутникового расстояния микроволновой сис­
темой K/Ka диапазона; SCA1B — данные звездных 
датчиков.

Главный массив наблюдательных данных содер­
жится в файлах типа KBR1B. Дальномерные микро­
волновые измерения, проводимые на борту с дис­
кретностью 0.1 с., пересчитываются в межспутни­
ковые расстояния с дискретностью 5 с. Этот массив 
данных содержит межспутниковое расстояние с 
точностью порядка 1 мкм, его первую и вторую про­
изводные по времени, световую и релятивистскую 
поправку к этим трем величинам, а также поправку 
за сдвиг фазового центра микроволнового излуча­
теля относительно центра масс КА. В реализованном 
нами методе восстановления поля по межспутни­
ковым ускорениям в качестве реальных данных ис­
пользовались ускорения из KBR1B (фактически для 
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каждого момента времени это сумма межспутнико­
вого ускорения, релятивистской поправки к нему и 
ускорения излучателя относительно центра масс).

Данные о кинематических орбитах спутников 
содержатся в файлах типов GNI1B и GNV1B. Отли­
чаются эти типы системами отсчета, которые ис­
пользуются для представления данных. В GNI1B 
даны положения и скорости обоих аппаратов в зем­
ной системе отсчета GCRF (Geocentric Celestial 
Reference Frame), связанной с центром масс Земли 
и не вращающейся относительно барицентрической 
системы ICRF (International Celestial Reference 
Frame). В GNV1B положения и скорости даются во 
вращающейся вместе с Землей системе ITRF 
(International Terrestrial Reference Frame). В обоих 
типах файлов шаг данных составляет 1 с. Описанные 
орбитальные данные обоих типов использовались 
как для модельных вычислений, так и для вычис­
лений по реальным данным.

Файлы типа ACT1B содержат данные акселеро­
метров. Основная часть данных представляет собой 
негравитационные ускорения каждого спутника по 
показаниям бортовых акселерометров, которые при­
водятся с шагом 1 с. Негравитационные ускорения 
возникают главным образом в результате сопротив­
ления атмосферы и воздействия солнечного излу­
чения, прямого и отраженного от Земли. Нами были 
реализованы два режима учета такого рода эффектов: 
непосредственным вычислением по моделям нег­
равитационных сил, а также путем использования 
данных акселерометров из файлов ACT1B.

Стоит отметить, что негравитационные ускорения 
в ACT1B приведены в системах отсчета SRF (Science 
Reference Frame), индивидуальных для каждого спут­
ника, и требуют корректного пересчета в основную 
(невращающуюся) систему отсчета. Каждая такая 
спутниковая система жестко связана со своим спут­
ником и устроена следующим образом. Начало отсчета 
помещено в центр масс пробного тела акселерометра 
(эта точка всегда находится в пределах 0.1 мм от 
центра масс спутника). Ось X направлена к фазовому 
центру микроволнового излучателя (по этой причине 
угол между вектором скорости летящего вторым спут­
ника и его осью X всегда близок к 0°, а для летящего 
первым спутника этот угол близок к 180°). Ось Z пер­
пендикулярна к оси X и к главной плоскости с обору­
дованием спутника, с направлением в сторону ло­
кального надира, то есть к поверхности Земли. Ось Y 
дополняет оси X и Z до правой тройки.

Преобразование от SRF к GCRF осуществляется 
с помощью информации от бортовых звездных дат­
чиков, затабулированной в файлах типа SCA1B. По 

своей сути там дается ориентация каждого спутника 
(то есть направления осей его SRF) относительно 
земной невращающейся GCRF. В качестве способа 
задания такой ориентации выбрано представление 
в виде кватернионов. Как и орбитальные данные, 
так и данные акселерометров задаются с дискрет­
ностью 1 с. Каждый кватернион представляет собой 
набор из четырех чисел, с помощью которых по 
стандартным формулам (см., напр., [35]) делаются 
преобразования векторов от одной системы коор­
динат к другой (здесь от SRF к GCRF). При исполь­
зовании в программе данных от акселерометров 
(ACT1B), так осуществляются необходимые пово­
роты векторов негравитационных ускорений. В дру­
гом режиме, при вычислении модели негравитаци­
онных сил, данные файлов SCA1B применяются для 
нахождения ориентации отдельных элементов кор­
пуса спутника относительно земной системы, что 
необходимо для корректного учета сопротивления 
воздуха и светового давления.

4. МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ 
АЛГОРИТМА ВОССТАНОВЛЕНИЯ 

ГРАВИТАЦИОННОГО ПОЛЯ ЗЕМЛИ
На основе представленной модели в результате 

численного моделирования вычисляется межспут­
никовое расстояние между двумя КА. В реальности 
межспутниковые расстояния получаются из фазовых 
измерений, а потом они пересчитываются в меж­
спутниковые ускорения, с которыми дальше про­
должается работа. Поэтому в ПК, помимо межспут­
никовых расстояний, сразу вычисляются межспут­
никовые ускорения. Для межспутниковых уско­
рений могут быть составлены условные уравнения 
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где o
ir  — измеренное взаимное ускорение между 

двумя КА, а c
ir  — рассчитанное на основе модели 

исходного гравитационного поля с помощью алго­
ритма Беликова и Тайбаторова, используемого в ПК 
[36]; Cnm, Snm — уточняемые коэффициенты ГПЗ. 
Выражение для расчета c

ir  имеет следующий вид:
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где =1,2= { , , }i i i i iX Y Zr  — радиус-вектор каждого КА 
в инерциальной системе координат GCRS; 

=1, 2= { , , }
i i ii x y z iV V Vr  — вектор скорости каждого КА; 

=1,2= { , , }
i i ii x y z ia a ar  — вектор ускорения каждого КА;

2 2 2
1 2 1 2 1 2= ( ) ( ) ( )D X X Y Y Z Z− + − + −  — рассто­

яние между КА; D  — скорость изменения рас­
стояния между КА.

Для производных an
i

m получим: 
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Производные вектора ускорения по коэффици­
ентам Стокса вычисляются на основе алгоритма 
Беликова и Тайбаторова.

Веса наблюдений wi, (i  = 1, 2, ..., nobs), где nobs — 
количество наблюдений, вводятся на этапе состав­
ления условных уравнений 
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где ndef — количество восстанавливаемых пара­
метров, которое зависит от максимальной восста­
навливаемой степени nmax следующим образом: 

	 2
max max= 2 3.de fn n n+ −

Ковариационная матрица ошибок наблюдений 
будет иметь равные диагональные элементы, если 
ошибки левых частей условных уравнений будут 
примерно одинаковыми для всех i. Сделать так 
можно было бы, если бы погрешности величин Dxi 
были бы известными. Достичь указанного свойства 
ковариационной матрицы можно, если положить: 
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где si есть ошибка измерения с номером i.
Проблема в том, что обычно мы не знаем ошибок 

si, поэтому приходится принимать какую-нибудь 
подходящую гипотезу относительно ошибок изме­
рений. Именно поэтому все измерения разбиваются 
на дуги, о которых шла речь выше, для которых 
могут быть составлены нормальные уравнения: 

	 = ,i iN Dx b 	 (7)
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На данном этапе такие уравнения не могут быть 
решены в отдельности, поскольку они недоопреде­
лены, т. е. количество измерений может быть меньше 
числа уточняемых параметров. По этой причине 
после наблюдения на i дугах достаточной суммарной 
продолжительности (около 30 дней), нормальные 
уравнения объединяются в одну общую систему 

	 = ,NDx b 	 (9)
где 
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Это возможно сделать в силу предположения, что 
ковариационные матрицы каждой из групп наблю­
дений независимы. Величина sk — ошибка измере­
ний группы наблюдений k. После чего может быть 
найдено решение 

	 1= .N −Dx b 	 (11)
Для анализа полученных результатов и сравнения 

различных моделей ГПЗ принято использовать раз­
ность полученного решения и эталонной модели 
в терминах высот геоида. Для разности высот геоида 
в представлении сферических функций используется 
выражение 
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В выражении (12) величины DCnm и DSnm могут 
означать разности между коэффициентами Стокса 
разных моделей, либо коэффициентами Стокса по­
лученного решения и эталонной модели. Re — сред­
ний радиус Земли (опорный эллипсоид), n и m — 
степень и порядок разложения геопотенциала, 
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(cos )nmP θ  — присоединенные функции Лежандра. 
Выражение (12) очень часто используется для пред­
ставления результатов уточнения гравитационного 
поля Земли в силу своей наглядности. Но иногда 
бывает удобным описать точность решения по сте­
пеням гармоник, в этом случае дисперсия степенной 
разности (degree difference variance — DDV), выра­
женная в высотах геоида, есть 

	 ( )2 2

=0

( ) = .
n

e nm nm
m

DDV n R C SD + D∑ 	 (13)

Оба этих похода к представлению результатов 
используются в ПК, однако далее в статье все ре­
зультаты будут представлены в терминах дисперсии 
степеннóй разности.

5. РЕЗУЛЬТАТЫ ПРИМЕНЕННИЯ ПК 
К ВОССТАНОВЛЕНИЮ ПАРАМЕТРОВ  

ГПЗ ПО ДАННЫМ МИССИЙ  
GRACE И GRACE-FO

При работе с синтетическими данными результат 
восстановления ГПЗ сравнивается с исходным ГПЗ, 
которое закладывается при расчете синтетических 
данных. При решении задачи восстановления по 
реальным данным точное решение неизвестно, по­
этому выполняется сравнение с опубликованными 
результатами, полученными другими группами ис­
следователей на тех же спутниковых данных. В ка­
честве критерия близости двух моделей гравитаци­
онных полей используется дисперсия степенной 
разности, показывающая отклонение моделей друг 
от друга на разных пространственных масштабах.

В настоящее время единственными данными для 
определения гравитационного поля Земли методом 
межспутниковых измерений являются ряды данных, 
полученные с 2002 г. по настоящее время в экспе­
риментах GRACE и GRACE-FO.

Расчетная схема устроена следующим образом. 
В ПК задаются параметры восстановления ГПЗ, 
далее запускается непосредственно восстановление 
ГПЗ. Восстановленное поле затем сравнивается с 
неким эталонным. Разность между этими полями 
характеризует точность восстановления.

В рамках настоящей работы были выбраны сле­
дующие эталонные поля.

1) ITSG-Grace2018s.gfc [37]: получено путем об­
работки измерений GRACE с 2002/04 до 2017/10, 
содержит коэффициенты до n  = m  = 200.

2) ITG-Grace2010s [37]: получено путем обра­
ботки измерений GRACE с 2002/08 до 2009/08, со­
держит коэффициенты до n  = m  = 180.

3) ITG-Grace03 [37]: получено путем обработки 
измерений GRACE с 2002/08 до 2007/04, содержит 
коэффициенты до n  = m  = 180.

4) Ежемесячные поля, публикуемые в рамках 
GRACE/GRACE-FO лабораториями GFZ, CSR, JPL 
(файлы Level 2 формата GSM), эти поля содержат 
коэффициенты до n  = m  = 60 или n  = m  = 96.

Все указанные эталонные поля получены только 
по данным GRACE и GRACE-FO без привлечения 
других спутниковых данных или наземных измере­
ний.

5.1. Восстановление ГПЗ по данным GRACE 
на разных временны`х интервалах

На приведенных ниже рисунках, помимо дис­
персии степенной разности восстановленного и 
эталонного гравитационных полей, приводится 
также кривая «geo», соответствующая кумулятив­
ному гравитационному сигналу на степень (в тер­
минах высоты геоида) эталонного ГПЗ без учета 
второй зональной гармоники C20.

На рис. 2 представлен результат восстановления 
ГПЗ по данным GRACE на разных временных ин­
тервалах. В качестве эталонного поля использована 
модель ITSG-Grace2018s.gfc. Полученное решение 
на всех временны`х интервалах выглядит вполне до­
статочным, в среднечастотной части спектра 
(n  = 40–50) разность между восстановленным и эта­
лонным полями не превосходит долей миллиметра, 
в худшем случае (n  ≈ 100) достигает единиц санти­
метров.

5.2. Восстановление ГПЗ по данным GRACE и 
GRACE-FO на 30-дневных интервалах

Ежемесячные модели GSM, рассчитанные по 
данным GRACE, содержат коэффициенты сфери­
ческих гармоник до n  = m  = 90, а рассчитанные по 
данным GRACE-FO — до n  = m  = 96. В рамках те­
стовых расчетов выполнено восстановление для 
каждого из 12 месяцев 2010 и 2021 гг., сравнение 
осуществлялось с соответствующими моделями 
GSM (лаборатория GFZ).

Помесячное восстановление по данным GRACE 
(2010 г., рис. 3) показывает, что качество результата 
восстановления ПК достаточно стабильно, хотя в 
данных GRACE в целом довольно много пропусков 
измерений. В ПК реализован алгоритм исключения 
какой-либо дуги, если она содержит пропуск в дан­
ных. Если задать длину дуги в 2 часа, то, например, 
в марте 2010 г. отбрасывается 80% дуг, в мае — 74%, 
в июне — 63%; результат восстановления при этом 
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становится ошибочен из-за недостаточности данных. 
Для результатов, приведенных на рис. 3, взята длина 
дуги равная 5 минутам.

На рис. 4 представлены помесячные модели вос­
становленного ГПЗ по данным GRACE-FO за 2021 г. 
Качество данных у GRACE-FO выше, чем у GRACE, 

Рис. 2. Результаты восстановления ГПЗ по данным GRACE до n  = 100 в сравнении с моделью ITSG-Grace2018s.gfc.

Рис. 3. Результаты восстановления ГПЗ до n  = 90 на 30-дневных интервалах по данным GRACE за 2010 г. в сравнении 
с моделями GSM (GFZ).
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количество пропусков в данных значительно 
меньше. Соответственно, восстановленные модели 
ГПЗ лучше согласуются с моделями GSM, чем по 
данным GRACE. Разность между восстановленными 
моделями и моделями GSM в среднечастотной части 
спектра (n  = 30–50) не превосходит 0.1–0.3 мм. Ка­
чество восстановления также стабильно.

5.3. Восстановление ГПЗ по данным GRACE-FO 
на длительных интервалах

В рамках тестовых расчетов было выполнено вос­
становление ГПЗ на длительных интервалах вре­
мени. Были использованы данные GRACE начиная 
с января 2003 г., поскольку качество данных в 
2002 г., полученных в самом начале работы GRACE, 
заметно ниже и требует специальных подходов при 
обработке. Для сравнения были выбраны глобальные 
модели ITG-Grace03 и ITG-Grace2010s, которые 
были построены по данным GRACE, доступным на 
момент их разработки. Поэтому восстановление ГПЗ 
по данным миссии GRACE было выполнено на ин­
тервале 4.3 года, что соответствует модели ITG-
Grace03, и на интервале 7.6 лет, что соответствует 
модели ITG-Grace2010s. Самой последней моделью, 
в которой были использованы все данные GRACE 
(15 лет наблюдений), является модель ITSG-

Grace2018s. Однако восстановление гравитацион­
ного поля на интервале 15 лет нами не проводилось. 
Восстановление ГПЗ на указанных временны`х ин­
тервалах в сравнении с эталонными моделями ITG-
Grace03 и ITG-Grace2010s в разложении до тех же 
степеней (n= 180) показано на рис. 5. Для сравнения 
на рис. 5 также показаны дисперсии степенных раз­
ностей моделей ITG-Grace2010s и XGM2019e, а 
также ITSG-Grace2018s и XGM2019e. Напомним, 
что модель XGM2019e является на сегодняшний 
день наиболее полной комбинированной глобальной 
моделью ГПЗ [18].

Дисперсии степенны`х разностей восстановлен­
ного поля и эталонных моделей демонстрируют 
характерное поведение ошибок коэффициентов 
сферических гармоник: сначала они уменьшаются, 
достигая минимального значения в низкочастотной 
и начале среднечастотной частей спектра, затем они 
возрастают, достигая соответствующих значений 
гравитационного сигнала (кривая «geo») (см., напр., 
[38]). Минимальных значений высот геоида 
(≈ 0.1 мм) эти разности достигают для степеней 
n  = 20–60. Формально разложение имеет смысл, 
пока величина ошибки сферической гармоники не 
станет равной значению самой сферической гармо­
ники. В данном случае это происходит при n  = 160. 

Рис. 4. Результаты восстановления ГПЗ до n  = 96 на 30-дневных интервалах по данным GRACE-FO за 2021 г. в срав­
нении с моделями GSM (GFZ).
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Таким же образом меняется поведение дисперсий 
степенны`х разностей эталонных моделей в сравне­
нии комбинированной моделью XGM2019e (кривые 
Grace2010s vs XGM2019e и Grace2018s vs XGM2019e). 
В целом изменение дисперсий степенны`х разностей 
восстановленного поля и эталонных моделей соот­
ветствует кривой Grace2010s vs XGM2019e, что го­
ворит об адекватном восстановлении ГПЗ на дли­
тельных временны`х интервалах с использованием 
разработанного ПК.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Космическая гравиметрия играет важную роль в 

изучении глобальных процессов, происходящих в 
различных геосферах Земли. Эти исследования опи­
раются на модели гравитационного поля Земли, как 
статические, так и меняющиеся во времени, созда­
ваемые в первую очередь по данным миссий GRACE 
и GRACE-FO. Моделей ГПЗ в настоящее время 
насчитывается несколько десятков. Активно в со­
здании моделей ГПЗ участвуют различные универ­
ситеты. Среди них два университета Китая — Tongji 
University (модель Tongji-Grace02s) и Huazhong 
University of Science and Technology (модель HUST-
Grace2016s). Самой последней моделью, в которой 
были использованы все наблюдения GRACE, начи­

ная с апреля 2002 г., является модель ITSG-
Grace2018, созданная в Техническом университете 
города Грац (Австрия).

В ГАИШ МГУ разработан программный ком­
плекс, позволяющий по данным космических мис­
сий, аналогичных GRACE и GRACE-FO, восста­
навливать параметры ГПЗ, и, таким образом, также 
строить различные модели ГПЗ. Результаты восста­
новления ГПЗ по данным миссий GRACE и 
GRACE-FO, полученные с использованием ПК 
ГАИШ МГУ, показали, что в целом решения соот­
ветствуют эталонным моделям как на длительных 
временных интервалах, так и на интервалах длитель­
ностью 1 месяц. На интервалах 4.3 года и 7.6 лет 
дисперсии степенных разностей восстановленного 
поля и эталонных моделей ITG-Grace03 и ITG-
Grace2010s достигают минимальных значений высот 
геоида (≈ 0.1 м) для степеней n  = 20–60. На 30-днев­
ных интервалах разность высот геоида между вос­
становленными моделями и эталонными моделями 
GSM в среднечастотной части спектра (n  = 30–50) 
не превосходит 0.1–0.3 мм.
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Работа выполнена при финансовой поддержке 

Российского научного фонда, Грант № 23-42-00055.

Рис. 5. Результаты восстановления ГПЗ до n  = 180 по данным GRACE на интервалах 4.3 года и 7.6 лет в сравнении 
с моделями ITG-Grace03 и ITG-Grace2010s. Показано также сравнение моделей ITG-Grace2010s и ITSG-Grace2018s 
с комбинированной моделью XGM2019e.

АСТРОНОМИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  ТОМ 101  № 3  2024

	 ОТЕЧЕСТВЕННЫЙ ПРОГРАММНЫЙ КОМПЛЕКС ОБРАБОТКИ ИНФОРМАЦИИ... � 281



СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1.	  B.D. Tapley, B.E. Schutz, and G.H. Born, Statistical 

Orbit Determination. Chap. 4, p. 159 (Elsevier Academic 
Press, 2004), https://www.sciencedirect.com/science/
article/abs/pii/B9780126836301500230

2.	  M. Watkins and S. Bettadpur, in Proc. of the 
International Symposium on Space Dynamics, Biarritz, 
France (Centre National dТEtudes Spatiales (CNES), 
Delegation a la Communication), p. 1 (2000), https://
hdl.handle.net/2014/15034.

3.	  B. D. Tapley and C. Reigber, Amer. Geophys. Union, 
Fall Meeting 2001, id. G41C-02 (2001), https://api.
semanticscholar.org/CorpusID:129565719.

4.	  C. Dunn, W. Bertiger, Y. Bar-Sever, S. Desai, et al., GPS 
World 14(2), 16 (2003).

5.	  P.J. Touboul, E. Willemenot, B. Foulon, and V. Josselin, 
Bollettino Di Geofisica Teorica Ed Applicata 40, 
321 (1999),  

	 https://api.semanticscholar.org/CorpusID:130340650.
6.	  B.D. Tapley, M.M. Watkins, F. Flechtner, C. Reigber, et 

al., Nature Climate Change 9, 358 (2019), https://api.
semanticscholar.org/CorpusID:145864321.

7.	  B.C. Gunter, R.E.M. Riva, T. Urban, R. Harpold, 
B. Schutz, P. Nagel, and M. Helsen, in  Gravity, Geoid 
and Earth Observation, edited by S. P. Mertikas (Berlin, 
Heidelberg: Springer, 2010), Intern. Association of 
Geodesy Symposia 135, 563 (2010), https://doi.
org/10.1007/978-3-642-10634-7_75.

8.	  J.A. Bonin and H. Save, Ocean Science 16(2), 423 
(2020),  

	 https://api.semanticscholar.org/CorpusID:226208015.
9.	  J. Chen, B. Tapley, K.-W. Seo, C. Wilson, and J. Ries, 

Geophys. Res. Letters 46(23), 13984 (2019).
10.	 F. Landerer, D. Wiese, K. Bentel, C. Boening, and 

M. Watkins, Geophys. Res. Letters 42(19), 8114 (2015).
11.	 M. Girotto and M. Rodell, Extreme hydroclimatic events 

and multivariate hazards in a changing environment 
(Elsevier, 2019), p. 41.

12.	 B. Scanlon, Z. Zhang, H. Save, D. Wiese, F. Landerer, 
D. Long, L. Longuevergne, and J. Chen, Water Resources 
Res. 52(12), 9412 (2016).

13.	 K. Ghobadi-Far, S.-C. Han, S. Allgeyer, P. Tregoning, 
et al., J. Geodesy 94, 9 (2020).

14.	 F. Landerer, F. Flechtner, H. Save, F. Webb, et al., 
Geophys. Res. Letters 47(12), id. e88306 (2020).

15.	 K. Abich, A. Abramovici, B. Amparan, A. Baatzsch, et al., 
Phys. Rev. Letters 123(3), id. 031101 (2019), 

	 https://api.semanticscholar.org/CorpusID:195766777.
16.	 N. Pie, S. Bettadpur, M. Tamisiea, B. Krichman, et al., 

J. Geophys. Res. Solid Earth 126(12), id. 
e2021JB022392 (2021).

17.	 International Centre for Global Earth Models, ICGEM, 
http://icgem.gfz-potsdam.de/home.

18.	 P. Zingerle, R. Pail, T. Gruber, and X. Oikonomidou, 
J. Geodesy 94(7), id. 66 (2020).

19.	 A. Kvas, S. Behzadpour, M. Ellmer, B. Klinger, 
S.  Strasser, N. Zehentner, and T. Mayer-Gürr, J. 
Geophys. Res. Solid Earth 124(8), 9332 (2019).

20.	 T. Mayer-Gürr, S. Behzadpur, M. Ellmer, A. Kvas, 
B.  Klinger, S. Strasser, and N. Zehentner, ITSG-
Grace2018 — Monthly, Daily and Static Gravity Field 
Solutions from GRACE,  https://graz.elsevierpure.com/
en/publications/itsg-grace2018-monthly-daily-and-
static-gravity-field-solutions-f.

21.	 Q. Chen, Y. Shen, W. Chen, X. Zhang, and H. Hsu, J. 
Geodesy 90(6), 503 (2016).

22.	 H. Zhou, Z. Luo, Z. Zhou, Q. Li, B. Zhong, and H. Hsu, 
A new time series of GRACE monthly gravity field 
models: HUST-Grace2016, https://doi.org/10.5880/
ICGEM.2016.009.

23.	 O. Akyilmaz, A Ustun, C. Aydin, N. Arslan, et al., ITU_
GRACE16 The global gravity field model including 
GRACE data up to degree and order 180 of ITU and 
other collaborating institutions, https://dataservices.
g f z - p o t s d a m . d e / i c g e m / s h o w s h o r t .
php?id=escidoc:1640888.

24.	 T. Mayer-Gürr, E. Kurtenbach, and A. Eicker, in 
European Geosciences Union General Assembly 2012: 
EGU 2012 held April 23–27 2012, Vienna, https://graz.
elsevierpure.com/en/publications/itg-grace2010-the-
new-grace-gravity-field-release-computed-in-bon.

25.	 T. Mayer-Gürr, A. Eicker, and K. H. Ilk, in Observation 
of the Earth System from Space, edited by J. Flury, R. 
Rummel, C. Reigber, M. Rothacher, G. Boedecker, 
and U. Schreiber (Berlin, Heidelberg: Springer, 2006), 
p. 131.

26.	 G. Petit and B. Luzum, IERS Technical Note № 36, 1 
(2010), https://www.iers.org/IERS/EN/Publications/
TechnicalNotes/tn36.html-1.htm.

27.	 F.G. Lemoine, S.C. Kenyon, J.K. Factor, R.G. Trimmer, 
et al., The development of the joint nasa gsfc and the 
national imagery and mapping agency (nima) 
geopotential model egm96, https://cddis.nasa.gov/926/
egm96/.

28.	 F. Lyard, F. Lefevre, T. Letellier, and O. Francis, Ocean 
Dynamics 56(5–6), 394 (2006).

29.	 F. Lyard, D. Allain, M. Cancet, L. Carrere, and N. Picot 
(2020), Ocean Sci. (EGU) discussion, https://www.
aviso.altimetry.fr/en/data/products/auxiliary-products/
global-tide-fes/description-fes2014.html.

30.	 J. Picone, A. Hedin, D. Drob, and A. Aikin, J. Geophys. 
Res. Space Physics  107(A12), id. 1468 (2002),  https://
doi.org/10.1029/2002JA009430.

31.	 O. Montenbruck and E. Gill, Satellite Orbits. Models, 
Methods, and Applications (Berlin, Heidelberg: 
Springer-Verlag, 2000).

32.	 W.M. Folkner, J.G. Williams, and D.H. Boggs, 
Interplanetary Network Progress Report 42–178, 
1 (2009), https://ipnpr.jpl.nasa.gov/progress_report/42-
178/178C.pdf.

АСТРОНОМИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 101  № 3  2024

282	 ЖАМКОВ и др.



33.	 E. Anderson, Z. Bai, C. Bischof, S. Blackford, et al., 
LAPACK User’s Guide. 3d Edition, Software, 
Environments, and Tools 9, pp. 1-424 (1999).

34.	 H.Y. Wen, G. Kruizinga, M. Paik, F. Landerer, W. Bert
iger, C. Sakumura, T. Bandikova, and C. Mccullough, 
Gravity Recovery and Climate Experiment Follow-On 
(GRACE-FO) Level-1. Data Product User Handbook 
(2019), ftp://isdcftp.gfz-potsdam.de/grace-fo/
DOCUMENTS/Level-1/.

35.	 S.-C. Wu, G. Kruizinga, and W. Bertiger, Algorithm 
Theoretical Basis Document for GRACE Level-1B. 
Data Processing V1.2 (2006), ftp://isdcftp.gfz-potsdam.
de/grace/DOCUMENTS/Level-1/.

36.	 М. Беликов and К. Тайбаторов, Кинематика и фи­
зика небесн. тел 6, 24 (1990).

37.	Global gravity field models (2023), http://icgem.gfz-
potsdam.de/changes.

38.	 А. Жамков, В. Милюков, Физика Земли 57, 139 
(2021).

NATIONAL SOFTWARE FOR PROCESSING INFORMATION  
OF THE SATELLITE – SATELLITE SPACE GEODETIC SYSTEM
A. S. Zhamkova, S. V. Ayukova, A. I. Filetkina, V. K. Milyukova, I. Yu. Vlasova,  

V. N. Sementsova, I. V. Guseva, V. E. Zharovb 
aLomonosov Moscow State University, Sternberg Astronomical Institute, Moscow, Russia

bLomonosov Moscow State University, Faculty of Physics, Moscow, Russia

The paper presents the principle of operation, the main components and the results of the work of the software 
designed for processing large amounts of space geodetic information created at SAI MSU. The developed PC 
was used to process inter-satellite measurements of a space constellation intended to measure the parameters of 
the Earth’s gravitational field (EGF). The experimental option of the software enables working with both simulated 
data and real data of GRACE and GRACE-FO missions. This experimental version was used to recover the EGF 
parameters on real GRACE and GRACE-FO mission data. Solutions were developed for every month within 
the measurement periods of 2010 and 2021, as well as for extended periods of 4.3 years and 7.6 years. A comparison 
of the obtained solutions with the results of the EGF recovering obtained by other researchers is presented.
Keywords: Earth’s gravitational field, space gravimetry, gravitational field recovery
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Рассмотрена задача движения точки нулевой массы под действием притяжения к центральному телу и 
малого возмущающего ускорения P′ = P/r 2, где r — расстояние до притягивающего центра, компоненты 
вектора P полагаются постоянными в системе отсчета с осями, направленными по радиусу-вектору, 
трансверсали и вектору площадей. Ранее для данной задачи найдены уравнения движения в средних 
элементах и формулы перехода от оскулирующих элементов к средним в первом порядке малости; ве-
личинами второго порядка мы пренебрегаем. В данной работе получена евклидова (среднеквадратичная 
по средней аномалии) норма смещения || dr ||2, где dr представляет разность векторов положения на 
оскулирующей и средней орбите. Оказалось, что || dr ||2 зависит только от компонентов вектора P (поло-
жительно определенная квадратичная форма), большой полуоси (пропорционально второй степени) и 
эксцентриситета оскулирующего эллипса. Норма || dr ||2 получена в виде рядов по степеням  
b = e/(1 + √

—
1 

—
- 

—
e2) и по степеням эксцентриситета e. Результаты применены к задаче о движении астероидов 

под действием возмущающего ускорения, обратно пропорционального квадрату гелиоцентрического 
расстояния, в частности, под влиянием эффекта Ярковского.
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1. ВВЕДЕНИЕ
В статье [1] сформулирована задача о движении 

точки нулевой массы A под действием притяжения 
к центральному телу S (например, к Солнцу) и воз-
мущающего ускорения P′, которое подчиняется 
закону обратных квадратов P′ = P/r 2, где r  = | r | — 
модуль радиуса-вектора r = SA. Компоненты S, T, 
W вектора P постоянны в системе отсчета O, орты 
которой направлены по радиусу-вектору, трансвер-
сали (перпендикуляру к радиусу-вектору в плоскости 
оскулирующей орбиты в сторону движения) и би-
нормали (направленной по вектору площадей) со-
ответственно.

Отношение модулей возмущающего ускорения 
| P′ | и вызванного притяжением к центральному телу 
основного ускорения k 2/r 2 считается малым по-
рядка m: 

	 2 2 2
max = max = 1,

r-
′

m
P P



k k

где k 2 — произведение постоянной тяготения на 
массу S. Величинами порядка m2 пренебрегаем.

В работе [1] к уравнениям движения описанной 
задачи применено осредняющее преобразование, 

найдены уравнения движения в средних элементах 
и формулы перехода от оскулирующих элементов 
к средним.

Если возмущающие силы малы, то средняя орбита 
слабо отклоняется от оскулирующей. Разность dr 
положений небесного тела на средней и оскулиру-
ющей орбитах является квазипериодической функ-
цией времени. Данная статья посвящена определе-
нию евклидовой (среднеквадратичной по средней 
аномалии) нормы смещения || dr ||2 оскулирующей 
орбиты относительно средней, что позволит оценить 
величину периодических возмущений, возникающих 
вследствие сил, обратно пропорциональных квадрату 
расстояния от Солнца (например, эффект Ярков-
ского, давление солнечного света), и принять реше-
ние о необходимости их учета либо возможности 
ограничиться только вековыми дрейфами.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Пусть элементы орбиты w, e, i, W, s, M — среднее 

движение, эксцентриситет, наклон, долгота восхо-
дящего узла, аргумент перицентра и средняя ано-
малия соответственно.

 



Переход от оскулирующих элементов к средним 
выполняется по формуле 

	 = .n n nu+  	 (1)
Здесь n — шесть оскулирующих элементов, взя-

тых в указанном выше порядке; n — шесть средних 
элементов. Величины un считаются функциями сред-
них элементов k, но в первом приближении безраз-
лично, считать ли аргументы un средними или оску-
лирующими.

Явные выражения un найдены в [1] и приведены 
в Приложении А (формулы (35)).

Далее в качестве основной системы элементов 
орбиты будем использовать a, e, i, W, s, M, где  
a — большая полуось. Используя связь среднего 
движения и большой полуоси w = ka–3/2, dw = 
= (–3/2)ka-5/2da, заменим u1 в системе уравнений 
(35) на выражение, относящееся к большой полуоси: 

[ ]1 2 2

2
= (cos ) ( sin ) .

a
u e e S e M T- q + - q + q -

ηk
	 (2)

Здесь и ниже 2= 1 ,eη -  = /(1 ),eb + η  q — 
истинная аномалия, E — эксцентрическая аномалия.

Запишем (2) и пять последних уравнений (35) 
как приращения элементов и выразим их через экс-
центрическую аномалию, учитывая соотношения, 
приведенные в Приложении Б.

В результате 
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где введены обозначения 

	 2

2

2 2
=2

sin
( , ) = arctg ,

1 cos

( , ) = ln(1 2 cos ),

1 ( 1)
( , ) = cos .

( 1)
n

n

E
A E

E

L E E

n n
S E nE

n n

∞

b
b

- b

b - b + b

+ - - b
b b

-
∑

	 (4)

Оценим вклад периодических возмущений (3).

3. РАЗНОСТЬ ОСКУЛИРУЮЩЕГО 
И СРЕДНЕГО РАДИУСА-ВЕКТОРА

Согласно [2], разность оскулирующего и среднего 
радиуса-вектора может быть выражена через разно-
сти элементов орбиты: 

	

2 2 2 2

2 2

( ) = ( cos )

(sin sin cos ) ,

d r r u i

r u i i u

δ + δ + δW +

+ δ - δW

r

	 (5)
где u — аргумент широты, 

[ ]
[ ]

2 2

2
2

2

= ( cos ) sin ,

( cos ) = (2 cos )sin

cos ,

(sin sin cos ) =
= (cos )sin sin cos

sin (cos )cos sin sin .

r a a
r a e E e e E M

a r r
a

r u i e e E E e
r

a
r r i M

r
r u i i u

a E e E i

a i E e E

δ δ + - δ + δ

δ + δW - - δ +
η

η
+ δs + δW + δ

δ - δW
- s + η s δ -

- - s - η s δW

	 (6)

Подставляя (3) в (6), получим: 

	
3 3

1 22 2 2 2

3

32 2

= ,
4

( cos ) ,

Sa Ta
r

r r

Ta
r u i

r

δ Φ + Φ

δ + δW = Φ

k k

k

	

(7)

	
42

(sin sin cos ) .
Wa

r u i i u
e

δ - δW = Φ
k
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Функции Фi приведены в Приложении В (фор-
мулы (37)).

С учетом (5) и (7) 

	

2 6 6
2 2

1 1 24 4 4 4

2 6 2 2
2 2 2
2 3 44 4 4 2

( ) =
16 2

( ) .

S a STa
d

r r

T a W a

r e

Φ + Φ Φ +

+ Φ + Φ + Φ

r
k k

k k

	
(8)

В знаменателях первых трех слагаемых (8) содер-
жится r 4, но после возведения в квадрат и приведе-
ния подобных слагаемых результирующие выраже-
ния сократятся на r 3: 

	

2 2 2 2
2

1 24 4

2 2 2

3 44 2 4

( ) =
16

,

S a a T a a
d

r r

W a STa a
re

Y + Y +

+ Y + Y

r
k k
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(9)

где 

	

2 2
1

2 3

2 21 22 23 24 25 26

27 28 29 2,10

3 31 32 33 34 35 36

4 41 42 43 44

8(2 3 ) 12 (4 )cos

24 cos 2 4 cos3 ,

,

= ,

= .

e e e E

e E e E

Y = + - + +

+ -
Y = y + y + y + y + y + y +

+y + y + y + y

Y y + y + y + y + y + y

Y y + y + y + y

	(10)

Выражения yij приведены в Приложении В (фор-
мулы (38)).

Оставшиеся в знаменателях (9) r сократятся при 
вычислении среднеквадратичной нормы по средней 
аномалии 

	

2 2

2 2

1
= =

2

1 1
(1 cos ) = .

2 2

f f dM

r
f e E dE f dE

a

p

-p
p p

-p -p

p

= -
p p

∫

∫ ∫ 	 (11)

Подставив (9) в (11), получим: 
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216

1 1
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∫

r
k

k k

k

	

(12)

4. ИНТЕГРИРОВАНИЕ
Согласно (12), вычисление r2 сводится к нахож-

дению интегралов функций, встречающихся в вы-
ражениях (10). Вычислим эти интегралы.

Функция Y4 является нечетной, так как sin kE и 
A(b,E) — нечетные, а L(b,E) и S(b,E) — четные, по-
этому 

	 4
1

= 0.
2

dE
p

-p

Y
p ∫ 	 (13)

Перейдем к интегралам четных функций. Неко-
торые вспомогательные формулы, используемые 
далее в разделе 4, приведены в Приложениях Г и Д.

4.1. Функции, содержащие тригонометрический 
многочлен, ( , )A Eb , ( , )L Eb  или ( , )S Eb

С помощью формул (39) и (42) найдем: 

( )2
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	(14)

Перейдем к более сложной функции y24, содер-
жащей сумму S(b,E). Учитывая, что с помощью (43) 
произведение косинусов кратных аргументов сво-
дится к сумме косинусов кратных аргументов, а 
также вторую формулу в (39), получим, что 

	
1

( , )cos =
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S E kE dE
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(15)

так как интеграл справа в (15) принимает ненулевое 
значение только при n  = k и не зависит от количества 
учитываемых членов суммы по n. Таким образом, 

	
4 2 4 6

24 2 4

1 (45 77 22 3 )
= .

2 6(1 )
dE

p

-p

b + b - b - b
y -

p - b∫ 	(16)

4.2. Функции, содержащие 2( , )A Eb

Интегралы более сложных функций вычислены 
с использованием разложений в ряд, поэтому ре-
зультаты приведены с точностью до такой степени 
b, которая позволяет получить как минимум 6 вер-
ных знаков в численном значении вплоть до b = 0.9, 
что было проверено путем сравнения со значением, 
полученным методом численного интегрирования 
средствами компьютерной алгебры.

Учитывая разложение в ряд [3, п. 1.448.1]: 
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а также формулу (44) получим 
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(18)

Интеграл (18) приведем к сумме интегралов вида 
(42). В результате 
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(19)

4.3 Функции, содержащие 2( , )L Eb

Далее учтем следующее разложение в ряд [3, 
п. 1.448.2]: 
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а также формулу (43). Тогда 

	

2

=1

=1

1
( , )cos =

2

1
= ( , ) 2 cos cos =

2

1
= ( , )[cos( )

2

cos( ) ] .

n

n

n

n

L E kE dE

L E nE kE dE
n

L E n k E
n

n k E dE

p

-p
p ∞

-p
p∞

-p

b
p

 b
b - p  

b
- b - +

p

+ +

∫

∑∫

∑ ∫

	

(21)
Таким образом, интеграл (21) приходит к виду, 

приведенному в (42). В результате 
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4.4. Функции, содержащие 2( , )S Eb

С помощью (47) найдем 
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где 
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С учетом (23) получим 
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4.5. Функции, содержащие ( , ) ( , )A E L Eb b

В функциях y28 и y36 встречаются три варианта 
интегралов: 
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Для нахождения интеграла справа в (25) исполь-
зуем формулы (49) и (50) для sk при an = bn/n, 
am = bm/m. Подставляя (50) в (25) и приводя подоб-
ные слагаемые, найдем 
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В итоге 
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Выражения (26) точные. Значения, полученные 
с их помощью, отличаются от найденных путем 
численного интегрирования исходных выражений 
для y28 и y36 (38) не более чем на 7 · 10–9 вплоть до 
e  = 0.99.

4.6. Функции, содержащие ( , ) ( , )A E S Eb b

С учетом (4): 
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Применение формулы (45) приводит интеграл 

(27) к виду, приведенному в (42): 
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В результате получим 
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4.7. Функции, содержащие ( , ) ( , )L E S Eb b

По аналогии с п. 4.6, учитывая (43):
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	 [ ]( , ) cos( ) cos( ) .L E n k E n k E dE
p

-p

× b - + +∫ 	 (29)

Интеграл (29) перепишем как сумму интегралов, 
приведенных в (42). Вычисления дают 
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5. НОРМА РАЗНОСТИ ОСКУЛИРУЮЩИХ 
И СРЕДНИХ ЭЛЕМЕНТОВ

С учетом результатов раздела 4, подставляя (13), 
(14), (16), (19), (22), (24), (26), (28) и (30) в (12) и 
суммируя, в итоге получим норму разности оскули-
рующих и средних элементов: 
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В (32) выражение для V1 — точное, в то время как 
V2 и V3 содержат ряды по степеням b с количеством 
членов, которое обеспечивает не менее 6 верных 
знаков вплоть до e  = 0.9. Приведем также выражения 
V1, V2 и V3 в виде разложений по степеням эксцен-
триситета e: 
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В отличие от (32), выражения (33) дают прием-
лемую точность только при e < 0.7.

Исследуем поведение функций V1, V2 и V3 (32) на 
интервале [0,1]e ∈ : 
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Таким образом, Vk > 0, следовательно норма r2 
в (31) всегда положительна, r — действительное 
число. Зависимость V1, V2 и V3 от e показана на рис. 1. 

Как и в задаче с постоянным возмущающим уско-
рением P′, представленной в [2], r2 зависит только 
от компонентов вектора возмущающего ускорения 
(S, T, W) (положительно определенная квадратичная 
форма), большой полуоси (пропорционально второй 
степени) и эксцентриситета оскулирующего эл-
липса. От ориентации орбиты и положения точки 
A на ней r2 не зависит.

Согласно [2], наибольшее значение r для данного 
оскулирующего эллипса при фиксированном модуле 
вектора P: 

	
2
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где 2 2 2= = const.P S T W+ +  Поскольку для всех 
[0,1]e ∈  2 1 3>V V V≥  (равенство достигается только 

при e  = 0), то 
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6. ПРИМЕРЫ
6.1. Норма смещения положения  

некоторых объектов

Рассмотрим несколько объектов, для которых в 
базе данных малых тел Лаборатории реактивного дви-
жения (Small Body Database of Jet Propulsion Laboratory 
(JPL)) [4] приведены значения негравитационных 
параметров A1, A2, A3, и указано, что при моделирова-
нии негравитационных возмущений использовалась 
модель обратной зависимости от квадрата гелиоцен-
трического расстояния. Радиальный A1, трансверсаль-
ный A2 и нормальный A3 параметры связаны с ком-
понентами (S, T, W) соотношениями: A1 = S/r0

2, A2 = 
= T/r0

2 и A3 = W/r0
2, где r0 = 1 а. е. Величины S, T, W 

имеют размерность м3/с2 или а. е.3/сут2, в то время как 
размерность параметров A1, A2, A3 — а. е./сут2.

В табл. 1 приведены исходные данные для вы-
бранных малых тел. Вычислим для них смещение 
r  = √

—
r
—2 (31) оскулирующей орбиты относительно 

средней и максимальное значение max r (34). При 
вычислениях использованы следующие константы: 
k  = 1.52 · 1010 м3/2/с, 1 a. e. = 1.495978707 · 1011  м, 
1 сут = 86 400 с.

e

V

e

V

e

V

e

V

Рис. 1. Значения V1, V2, V3 в зависимости от эксцентриситета e на интервале от 0 до 1. Нижние графики представляют 
V2 в разных масштабах, справа показаны значения V2 до e = 0.9. На графиках отмечены точки максимумов (синие 
квадраты) и точки минимумов (красные кружки).
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Анализ результатов вычислений (см. табл. 1) по-
казал, что в большинстве случаев отклонение оску-
лирующей орбиты от средней вследствие периоди-
ческих возмущений малó, однако выявлены случаи 
со смещением порядка нескольких сотен километров, 
что говорит о необходимости учета периодических 
возмущений при краткосрочном прогнозировании 
движения объекта. Так, расстояние между бли
жайшими точками оскулирующих орбит астероида 
2005 VL1 и Земли по сведениям JPL [4] MOID = 
= 3.98405 · 10–5  а. е. На таком расстоянии для земного 
наблюдателя ( = 387.958 км) будет соответствовать 
угловому расстоянию 3.72°, то есть положение объ-
екта на небесной сфере, определенное с учетом пе-
риодических возмущений, может существенно отли-
чаться от положения, определенного без их учета.

6.2. Норма смещения вследствие эффекта 
Ярковского

Найдем норму смещения оскулирующей орбиты 
относительно средней, возникающего вследствие 
действия эффекта Ярковского на астероиды 1685 
Toro (1948 OA) и 101955 Bennu.

В статье [5] выведены формулы для вычисления 
негравитационных параметров A1, A2, A3 как средних 
значений за орбитальный период в рамках линейной 
теплофизической модели силы Ярковского для сфе-
рических астероидов [6] и найдены численные зна-
чения параметров для астероида 1685 Toro (1948 OA), 

с использованием его теплофизических характе-
ристик, опубликованных в [7]. В работе [8] приве-
дены значения компонентов S, T и W ускорения 
Ярковского, вычисленные по методике [5] на основе 
теплофизических характеристик и параметров вра-
щения астероида 101955 Bennu. Используя данные 
[5, 8] и элементы орбиты указанных астероидов, 
приведенные в базе JPL [4], найдем  и max . Ис-
ходные данные и результаты приведены в табл. 2, из 
которой следует, что при малых возмущающих уско-
рениях, характерных для эффекта Ярковского, сме-
щение оскулирующей орбиты относительно средней 
мало и им можно пренебречь, учитывая лишь веко-
вые дрейфы элементов орбиты.

Таблица 1. Орбитальные элементы для различных объектов, а также норма смещения r и значение max r
Объект a, а.е. e A1 A2 A3 r, км  max r, км 
2012LA 1.040348 0.0215929 6.713 · 10-11 1.898 · 10-12 – 35.544 141.562

2006RH120 1.033244 0.0245011 1.382 · 10-10 -5.073 · 10-11 -1.299 · 10-11 128.665 309.597
2011MD 1.056142 0.0370005 7.444 · 10-11 -8.885 · 10-13 – 39.833 159.929
2020GE 1.006201 0.0395558 4.899 · 10-11 6.969 · 10-13 – 24.991 100.363
2009BD 1.062043 0.0519601 5.605 · 10-11 -1.146 · 10-12 – 30.257 121.789

2015TC25 1.028443 0.1162244 1.599 · 10-10 -5.274 · 10-12 – 84.785 351.971
2010RF12 1.061114 0.1882240 3.410 · 10-11 -2.122 · 10-13 -1.508 · 10-11 20.381 92.072
1998KY26 1.232844 0.2018497 1.601 · 10-10 -1.378 · 10-13 2.701 · 10-11 104.091 474.902
2016NJ33 1.313399 0.2093322 9.475 · 10-10 -5.486 · 10-13 8.485 · 10-11 651.824 2997.424
2005VL1 0.891252 0.2246533 -8.299 · 10-10 -8.321 · 10-13 -2.414 · 10-11 387.958 1817.264
2008DB 1.053518 0.2329323 – -1.041 · 10-12 – 2.728 2.728
2012TC4 1.620346 0.4039656 2.388 · 10-11 -2.681 · 10-13 – 21.878 133.979
2016GE1 2.065389 0.5197517 – -1.439 · 10-12 – 13.572 13.572
2008BP16 0.828643 0.6495359 – -8.424 · 10-14 – 0.464 0.464

2014QL433 2.090202 0.7176721 – 9.315 · 10-14 – 1.652 1.652
2014CP4 0.911642 0.8702356 – 5.608 · 10-14 – 0.986 0.986

Примечание. Приведены: большая полуось a и эксцентриситет e, а также негравитационные параметры A1, A2, A3  
а. е./сут2 по данным [4]. Прочерк означает, что значение параметра не приведено в базе JPL [4], при вычислениях 
в этом случае принято нулевое значение соответствующего параметра. Эпоха элементов орбиты JD 246 0200.5 (2023–
Sep–13.0) TDB (дата обращения к базе данных JPL 30.10.2023). 

Таблица 2. Элементы орбиты для астероидов 
Bennu и Toro, а также смещение r и значение 
max r

Объект 101955 Bennu 1685 Toro
a, а.е. 1.126391 1.367586

e 0.2037451 0.4358371
S 9.91079 · 10-14 7.96229 · 10-15

T -5.10168 · 10-14 -3.24047 · 10-15

W 0 0
, м 148.6 17.6

max r, м 298.7 43.8
Примечание. Приведены: большая полуось a и эксцен-
триситет e, а также компоненты S, T, W а. е.3/сут2. Эпоха 
элементов орбиты JD 246 0200.5 (2023–Sep–13.0) TDB 
(дата обращения к базе данных JPL 30.10.2023). 

АСТРОНОМИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  ТОМ 101  № 3  2024

	 НОРМА СМЕЩЕНИЯ ПРИ ВОЗМУЩАЮЩЕМ УСКОРЕНИИ, МЕНЯЮЩЕМСЯ ПО ЗАКОНУ...� 291



7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Рассмотрена задача движения точки нулевой 

массы под действием притяжения к центральному 
телу и малого возмущающего ускорения, обратно 
пропорционального квадрату расстояния до притя-
гивающего центра в системе отсчета с осями, на-
правленными по радиусу-вектору, трансверсали и 
вектору площадей. Получена евклидова (среднек-
вадратичная по средней аномалии) норма смещения 
|| dr ||2, где dr представляет разность векторов поло-
жения на оскулирующей и средней орбите, что по-
зволяет оценить величину периодических возмуще-
ний. Оказалось, что || dr ||2 зависит только от компо-
нентов вектора P (положительно определенная 
квадратичная форма), большой полуоси (пропор-
ционально второй степени) и эксцентриситета оску-
лирующего эллипса.

Результаты применены к задаче о движении асте-
роидов под действием возмущающего ускорения, 
обратно пропорционального квадрату гелиоцентри-
ческого расстояния. Показано, что в некоторых 
случаях положение объекта на небесной сфере, опре-
деленное с учетом периодических возмущений, мо-
жет существенно отличаться от положения, опре-
деленного без их учета. Однако при малых возму-
щающих ускорениях, характерных для эффекта 
Ярковского, смещение оскулирующей орбиты от-
носительно средней малó и им можно пренебречь, 
учитывая лишь вековые дрейфы элементов орбиты.

В дальнейшем планируется оценить норму сме-
щения для аналогичной задачи в системе отсчета, 
связанной с вектором скорости.
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Приложения

ПРИЛОЖЕНИЕ А
Явные выражения функций un в формулах пере-

хода от оскулирующих элементов к средним (1), 
найденные в [1]: 
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ηk
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1
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
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[ ]{4 2
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1
= sin ( ) ( )

sin
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cos ln(1 cos ) 1 ln ,

1

u M E M
e i

e W
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2
5 2 2 2

2
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1 1
= sin cos

2
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	(35)

	

6 2 2 2

2 3 3
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3
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

k k

где 
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( ) = cos

21

2 1 ( 1)
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n

e
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∞
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∑



ПРИЛОЖЕНИЕ Б
Переход от истинной аномалии к эксцентриче-

ской осуществляется с помощью соотношений [9]: 

( )
2

2

cos = (cos ), sin = sin ,

= (1 cos ), = sin ,

sin
= 2arctg ,

1 cos

sin
= = sin 2arctg ,
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r r
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E
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e E
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b
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ПРИЛОЖЕНИЕ В
Функции Фi, входящие в выражения (7): 

	

2 2 2
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Функции yij, входящие в выражения (10): 
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ПРИЛОЖЕНИЕ Г
В данном разделе приведены базовые интегралы, 

к которым сводятся все интегралы раздела 4. Ис-
пользуя [9, п. 3.6.3], запишем: 
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Согласно [3, пп. 4.575.1, 4.224.15, 4.397.6]: 
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Найдем значения этих интегралов на интервале 
E  ∈ [-p, p]. С помощью замены E → -E легко пока-
зать, что в этих трех случаях 
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Хотя подынтегральные функции в выражениях 
(40) являются разрывными функциями в точке E  = 0 
при значениях b, близких к 1, согласно [3], на ин-
тервале [0, p] при b2 < 1 эти интегралы существуют. 
Поэтому представим их в виде суммы двух несобст-
венных интегралов [10] и с учетом (41) получим: 
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Осреднение по средней аномалии подразумевает 
эллиптичность оскулирующей орбиты, то есть 0  < e, 
b < 1, следовательно в рамках поставленной в раз-
деле 2 задачи условие b2 < 1 выполняется. Таким 
образом, искомые интегралы 
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ПРИЛОЖЕНИЕ Д 
 В разделе 4 используются преобразования про-

изведений тригонометрических функций в суммы: 
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Для тригонометрического ряда вида 
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справедливы соотношения: 
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Интегрирование (46) равносильно сохранению 
в тригонометрическом ряде (46) только свободных 
членов: 
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Для произведения рядов 
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имеем: 
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Далее умножение (48) на sin kE дает: 
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Интеграл от (49) не равен нулю только в случае 
обнуления аргументов косинусов, что возможно, 
если n – m – k = 0, n – m + k = 0 или n + m – k = 0. 
Поэтому 
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DISPLACEMENT NORM IN THE PRESENCE OF AN INVERSE-SQUARE 
PERTURBING ACCELERATION IN THE REFERENCE FRAME 

ASSOCIATED WITH THE RADIUS VECTOR
T. N. Sannikovaa 

aCrimean Astrophysical Observatory of RAS, Nauchny, Crimea, Russia

The problem of motion of a zero-mass point under the influence of attraction to the central body and a small 
perturbing acceleration P′ = P/r 2 is considered, where r is the distance to the attracting center, components of 
the vector P are assumed to be constant in a reference system with axes directed along the radius vector, the 
transversal and the angular momentum vector. Previously, for this problem, we found equations of motion in the 
mean elements and formulas for the transition from the osculating elements to the mean elements in the first 
order of smallness; we neglected second-order quantities. In this work, the Euclidean (root–mean–square over 
the mean anomaly) displacement norm || dr ||2 is obtained, where dr represents the difference between the position 
vectors on the osculating and mean orbit. It turned out that || dr ||2 depends only on the components of the vector 
P (positive definite quadratic form), the semi–major axis (proportional to the second power) and the eccentricity 
of the osculating ellipse. The norm || dr ||2 is obtained in the form of series in powers of the b = e/(1 + √

—
1 –
—

 
—
e
—2) and 

in powers of the eccentricity e. The results are applied to the problem of the motion of asteroids under the influence 
of a perturbing acceleration inversely proportional to the square of the heliocentric distance, in particular, under 
the influence of the Yarkovsky effect.
Keywords: sunlight pressure, Yarkovsky effect, non-gravitational parameters, root mean square norm, displacement 
of the osculating orbit from the mean orbit, near-Earth asteroids
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