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Рассмотрены модели нейтронных звезд в случае однородного распределения плотности. Получено
алгебраическое уравнение равновесия, справедливое для любого уравнения состояния. Данное
уравнение позволяет приближенно оценить массу звезды заданной плотности, не прибегая к инте-
грированию дифференциальных уравнений. Модели однородных нейтронных звезд для разных
уравнений состояния, представленные в работе, отличаются в области максимума массы от точных
решений, получаемых при численном интегрировании дифференциальных уравнений, не более,
чем на 20%.
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1. ВВЕДЕНИЕ

При исследовании строения белых карликов
было обнаружено, что их равновесие возможно
только для масс, не превышающих некоторый
предел, который известен под именем Чандрасе-
каровского. Для углеродно-кислородного хими-
ческого состава, где на один электрон приходится
два бариона, , этот предел равен .
Впервые вывод о существовании верхнего преде-
ла массы для холодных звезд, равновесие которых
поддерживается давлением вырожденных элек-
тронов, был сделан в работе Стонера [1], который
рассматривал модель белого карлика однородной
плотности. Он обобщил рассмотрение давления
вырожденных электронов, сделанное в работах
[2, 3], на случай большой плотности в условиях
ультрарелятивистского вырождения, в котором
уравнение состояния для холодного вещества
принимает вид [4]:

(1)

Здесь  – количество барионов на один элек-
трон,  – атомная единица массы, равная 1/12
массы изотопа C. Масса политропной звезды,
соответствующая , , соглас-

но теории Эмдена, не зависит от плотности, и од-
нозначно определяется параметром  в виде [4]:

(2)

Используя (2), Чандрасекар [5] и Ландау [6], неза-
висимо и почти одновременно, получили для
уравнения состояния (1) предельную массу бело-
го карлика в виде

(3)

Для определения предельной массы наблюдае-
мых белых карликов Чандрасекар [5], следуя Сто-
неру [1], использовал , получив значение

. Это уточняло полученное Сто-
нером , вычисленное при том же
значении  в модели с однородной плотно-
стью. Из теории эволюции звезд, а также из на-
блюдений следует, что почти все белые карлики
состоят из смеси углерода C и кислорода O,
для которой  [7], а . В работе
[6] впервые было получено реалистическое зна-
чение предела массы белого карлика, который за-
служивает более справедливое название, такое
как предел Стонера–Чандрасекара–Ландау (Sto-
ner–Chandrasekhar–Landau limit). Здесь исполь-
зованы уточненные современные значения вели-
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чин для всех констант [8], что привело к отличию
на несколько процентов от величин, приведен-
ных в оригинальных работах.

В данной работе однородное распределение
плотности принимается для построения при-
ближенных моделей холодных нейтронных
звезд произвольной массы, используя алгебра-
ические уравнения, полученные при использо-
вании Общей теории относительности (ОТО).
В рамках этой модели все результаты, включая
значения для предельных масс нейтронных
звезд, получаются аналитически, из получен-
ных алгебраических уравнений, для любых
уравнений состояния.

2. ОДНОРОДНЫЕ НЕЙТРОННЫЕ ЗВЕЗДЫ

Для построения реалистических моделей ней-
тронных звезд (НЗ) необходимо использовать
ОТО, ввиду того, что значение гравитационного
потенциала достигает десятых долей от , а ради-
ус НЗ  составляет всего несколько гравитаци-
онных радиусов . При построении
моделей невращающихся НЗ используется мет-
рика типа метрики Шварцшильда, в виде [9–11]:

(4)

где

(5)

В ОТО рассматривается полная плотность веще-
ства , включающая в себя полную плотность
энергии покоя  и внутреннюю энергию .
Масса  является полной тяготеющей массой,
включающей в себя энергию тяготения, так что
полная энергия НЗ есть , а полная энер-
гия  внутри радиуса  равна . Из
уравнений ОТО следует связь концентрации
барионов  с числом барионов  внутри радиу-
са , в виде [4]
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где  – барионная масса покоя НЗ. Для одно-
родной НЗ, в которой , , ,  не зависят от ра-
диуса, интеграл в выражении (6) вычисляется
аналитически, приводя к выражению [12]:

(7)

Для нахождения связи радиуса НЗ  с плотно-
стью  нужно найти экстремум функции 
при фиксированном значении числа барионов в
звезде , которые записываются в виде:

(8)

Если не задаваться определенной функцией рас-
пределения плотности, то применяя вариацион-
ный принцип, с использованием выражений (6),
(8) для получения дифференциального уравне-
ния и нахождения функции распределения плот-
ности [4], находим уравнение равновесия звезды
в ОТО, полученное Оппенгеймером и Волковым
[11]. Как показано в [4], с. 407, для этого необхо-
димо найти вариацию полной энергии (массы),
как функционала от вариации радиуса , где

, полученного в выражении (7).

2.1. Вычисление дифференциалов
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Из термодинамических соотношений, получа-
ем [13]:

(11)

С учетом (11), получаем из (9), (10) выражения
для дифференциалов , .
Рассматривая вариации при сохраняющемся чис-
ле барионов с , получаем из последнего
соотношения связь между дифференциалами 
и . Равновесие однородной звезды соответ-
ствует экстремуму функции , в котором

(12)

Тогда из выражений для дифференциалов полу-
чаем соотношение для связи радиуса  однород-
ной звезды в ОТО с полной плотностью

 в виде:
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любых уравнений состояния, позволяя находить
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из алгебраического уравнения, не прибегая к ин-
тегрированию дифференциальных уравнений.

Вывод выражений для дифференциалов  и
 можно получить, используя интегральные

формулы для этих величин, следующие из (5), (6),
в виде:
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Вычисление  с использованием интегрально-
го выражения в (5) не приводит к упрощениям, но
вычисление  с помощью интегрального выра-
жения значительно упрощается. Интегралы, воз-
никающие после использования (14), вычисля-
ются аналитически, что в результате приводит к
соотношению

(15)

определяющему связь  и , и позволяющую
записать дифференциал  в виде

(16)

В результате из (16), с учетом (12) получаем алгеб-
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однородной звезды, совпадающее с (13).
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С учетом определения  в (17), получаем из

(19) соотношение для давления в виде:

(20)

где
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3. ПОСТНЬЮТОНОВСКАЯ 
АСИМПТОТИКА, 

В пределе слабой гравитации при  в (18),
получаем из (20) в постньютоновском приближе-
нии следующее уравнение:
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С использованием (23), (24) получаем постнью-
тоновское соотношение между значениями мас-
сы в ОТО и в ньютоновской метрике в виде

(25)

Первое постньютоновское соотношение в (22) за-
пишем в виде

(26)

Отсюда, с учетом постньютоновской связи
ньютоновских и релятивистских величин в
(24), (25), получаем постньютоновское алгебра-
ическое уравнение равновесия однородной звез-
ды в виде:
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лем 4/3 в виде [8]:
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вертикальной штриховой линии  на рис. 1
соответствует нулевому корню знаменателя урав-
нения (20), . Горизонтальная штрих-

пунктирная линия  отделяет физически

допустимую область от верхней области, где на-
рушается принцип причинности, согласно кото-
рому скорость звука в веществе не может превы-
шать скорость света. Как следует из строгих рас-
четов, основанных на численном решении
дифференциального уравнения равновесия Оп-
пенгеймера-Волкова [4, 10], нейтронные звезды
при различных уравнениях состояния становятся
неустойчивыми при существенно меньших зна-

чениях параметра , который может

быть немного больше, или немного меньше ,

для различных уравнений состояния. Соответ-
ствующие параметры нейтронных звезд в рам-
ках однородной модели рассчитаны в последу-
ющих разделах.

= lx x

= 0.9849lx

ρ 2 = 1P
c

 1=
3

gR
x

R
1
3

Асимптотическое решение уравнения (20) при
 получается аналитически при использова-

нии разложений

(31)

С учетом того, что , асимптотическое
решение уравнения (20) имеет вид:

(32)

Эта асимптотика приведена на рис. 1.

Интересно, что в однородной звезде зависи-
мость  для неустойчимых моделей вблизи
порога  имеет универсальный характер и не
зависит от уравнения состояния. Действительно,

→ lx x

− δ Φ Φ − Φ δ1 1 1'= , ( ) = ( ) ( ) .l l lx x x x x

Φ1( ) = 0lx

( )

Φ
δρ −Φ δ
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−
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2
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2 2
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2
1 2

( ) 0.02493,
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Рис. 1. Зависимость  от параметра , согласно (20) (сплошная линия). Абсцисса вертикальной штриховой линии

 соответствует нулевому корню знаменателя уравнения (20), . Горизонтальная штрихпунктирная ли-

ния  отделяет физически допустимую область от верхней области, где нарушается принцип причинности.
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вблизи границы  соотношения из (18) для
 и  записываются в виде:

(33)

Отсюда, из двух выражений для , получаем
асимптотические зависимости для  и  в
виде:

(34)

Асимптотическая зависимость , одинаковая
для всех уравнений состояния, приведена на рис. 2.

Решения вблизи предельной величины не
имеют особого физического смысла, т.к. получе-
ны из приближенной однородной модели, кото-
рая в целом неприменима для неустойчивых мо-
делей звезд при плотностях, существенно превы-
шающих плотность максимальной массы, когда
кривая  качественно отличается от точных

= lx x
M 2x

πρ 3

2 2 2
2

2

4= ,
3

2= = 0.9845 = 0.97 = ,

= 0.97 .
2

l

M R

GMx x
c R

c RM
G

M
ρ( )R ρ( )M

   
    ρ π π ρ  

1/2 3/22 20.97 3 3 0.97 1= , = .
2 4 4 2

c cR M
G G

ρ( )M

ρ( )M

решений с произвольным числом степеней сво-
боды [14, 15]. Отметим возможность применения
метода Галеркина для получения равновесных
решений [16], когда плотность представляется в
виде суммы по заданным функциям с коэффици-
ентами, которые минимизируют функционал
энергии. Это приведет к увеличению числа степе-
ней свободы, и получению более точного, по
сравнению с однородным распределением, реше-
ния, которое определяется системой алгебраиче-
ских уравнений. Увеличение числа функций при-
ведет к качественному улучшению решения при
очень больших плотностях. С ростом числа ис-
пользуемых функций растет плотность, при кото-
рой имеет место качественная достоверность ре-
шения. Полученная зависимость  соответ-
ствует выводу работы [17] о метастабильности
любой массы относительно релятивистского кол-
лапса, и о том, что для любой гравитирующей
массы имеются, как минимум, два равновесных
состояния, из которых устойчиво только состоя-
ние с наименьшей плотностью. Эти состояния
разделены большим потенциальным барьером с
ничтожно малой, но конечной вероятностью
проникновения через него, и последующего ре-
лятивистского коллапса.

ρ( )M

Рис. 2. Зависимость  для различных уравнений состояния. Сплошной линией дана асимптотика (34). Штриховая
линия демонстрирует, как спадает ) в модели I H, пунктирная относится к вырожденному нейтронному газу с
квадратичной поправкой, штрихпунктирная линия соответствует вырожденному нейтронному газу.

1017 1019 102010181016

�, g/cm3

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
M/M(

ρ( )M
ρ(M



АСТРОНОМИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 100  № 8  2023

НЕЙТРОННЫЕ ЗВЕЗДЫ В ПРИБЛИЖЕНИИ ОДНОРОДНОГО ШАРА 727

Рис. 3. Вырожденный нейтронный газ. Сплошной линией обозначена зависимость  в случае однородного распре-
деления плотности, штрихпунктирная – в точной модели. Штриховая линия показывает зависимость  в одно-
родном случае, пунктирная – в точной модели.
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Считается, что для реалистических моделей
звезд выполняется принцип причинности, со-
гласно которому скорость звука не может превы-
шать скорость света. Для выполнения этого усло-
вия должно [18] выполняться неравенство

, что определяется горизонтальной лини-
ей при ординате  на рис. 1, а также верти-
кальными линиями на рис. 2 (и последующих
рисунках), соответствующими плотностям, где

. Давление в асимптотических моделях
определяется уравнением состояния с использо-
ванием (32).

5. АЛГОРИТМ ПОСТРОЕНИЯ 
РАВНОВЕСНОЙ КРИВОЙ  

ДЛЯ ОДНОРОДНОЙ МОДЕЛИ ЗВЕЗДЫ 
С ЗАДАННЫМ УРАВНЕНИЕМ

СОСТОЯНИЯ ВЕЩЕСТВА

Построение зависимостей  или ,
 можно сделать, используя следующую про-

цедуру.

1. Выбираем уравнение состояния , ,
задаваемое формулами или таблицами.

≤ ρ 2P c
= 1y

ρ 2=P c

ρ( )M

ρ( )M ρ0( )M
( )M R

ρ( )P ρ0( )P

2. Задаем отношение гравитационного радиуса

звезды к физическому радиусу .

3. Из уравнения (20) находим отношение дав-
ления к плотности.

4. Используя формулы или таблицы, задаю-
щие уравнение состояния, определяем значение
плотности, при которой удовлетворяется соотно-
шение (20).

5. Радиус модели находим из определения  в

виде .

6. В заключение находим массу однородной

модели . Результаты расчетов для не-

скольких уравнений состояния представлены на
рис. 2–9.

6. УРАВНЕНИЯ ДЛЯ ОПРЕДЕЛЕНИЯ 
КРИТИЧЕСКОЙ МАССЫ ОДНОРОДНОЙ 

НЕЙТРОННОЙ ЗВЕЗДЫ С ПРОИЗВОЛЬНЫМ 
УРАВНЕНИЕМ СОСТОЯНИЯ

Как показал Я.Б. Зельдович [19] (см. также [4,
10, 15, 20, 21]), потеря гидродинамической устой-

2 = gR
x

R

x

π ρ

2 2
2 3=

8
c xR

G

πρ 34=
3

M R
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чивости звезды происходит в точке кривой зави-
симости массы от плотности, где масса имеет
максимальное значение. В ОТО максимумы кри-
вых  и  совпадают [10], поэтому можно
использовать любую из этих кривых. Рассмотрим
зависимость . Уравнение (20), с учетом (21)
запишем в следующем виде:

(35)

где

Дифференцируя выражение (35), получим

(36)

Учитывая, что в максимуме массы , полу-

чаем для определения параметров критического

ρ( )M ρ0( )M

ρ( )M

ρ Φ ρ( ) = ( , ),g M

Φρ Φ ρ
Φρ

 π ρ  π ρ 

0
2

1
1/3

2/3 1/3

( )( ) = , ( , ) = ,
( )

8 3= = = , = .
3 4

g

xPg M
xc

R G Mx R D M R
R

ρ ∂Φ ∂Φ+
ρ ∂ ρ ∂ρ
( ) = .dg dM

d M d

ρ
= 0dM

d

состояния нейтронной звезды  и  следую-
щую систему уравнений:

(37)

Здесь правые части уравнений (37) имеют одина-
ковый вид для всех уравнений состояния, и вы-
числяются из формулы (35). Левые части уравне-
ний (37) определяются уравнением состояния,
задаваемого аналитической формулой, или таб-
лично.

7. ВЫЧИСЛЕНИЯ И РЕЗУЛЬТАТЫ

Для построения решений алгебраического
уравнения для различных уравнений была ис-
пользована система, состоящая из уравнений
(18), (20). Решение проводилось методом Ньюто-

на [22] с принятой относительной точностью .
Построены модели холодных НЗ с использовани-
ем уравнения состояния вырожденного нейтрон-
ного газа и с более реалистичными уравнениями
состояниями из работ [23, 24]. Аналитические

maxM ρcr

ρ ∂Φρ Φ ρ
ρ ∂ρ
( )( ) = ( , ), = .dgg M

d

−710

Рис. 4. Вырожденный нейтронный газ с поправкой на ядерное взаимодействие. Сплошной линией обозначена зави-
симость  в случае однородного распределения плотности, штрихпунктирная – в точной модели. Штриховая ли-
ния показывает зависимость  в однородном случае, пунктирная – в точной модели.
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выражения для  и  (полная плотность энергии)
в моделях 3–6 (см. ниже) получены в результате
аппроксимации табличных данных в работе [24].

1. Модель вырожденного нейтронного газа. Наи-
более простой случай, не учитывающий взаимо-
действия [11] (см. рис. 3).

P %
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2. Модель вырожденного нейтронного газа с
квадратичной поправкой по плотности. Данное
уравнение состояния приближенно учитывает
ядерное взаимодействие [25] (см. рис. 4).
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Рис. 5. Модель I H. Сплошной линией обозначена зависимость  в случае однородного распределения плотности,
штрихпунктирная – в точной модели. Штриховая линия показывает зависимость  в однородном случае, пунк-

тирная – в точной модели. Вертикальная сплошная линия показывает, на какой плотности ,  г/см3.
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3. Модель I H. Основана на потенциале Рейда,
одинаковом для всех барионов (см. рис. 5).

4. Модель III H. Основана на более реалистичном
потенциале для -взаимодействия (см. рис. 6).

5. Модель V H. Аналогична модели V N (см. ни-
же), но с учетом рождения гиперонов (см. рис. 7).
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6. Модель V N. Модель взаимодействия нуклонов
с учетом экспериментальных данных по образова-
нию -мезона при высоких энергиях (см. рис. 8).

7. Предельно жесткое уравнение состояния (см.
рис. 9).

Для подтверждения правильности расчетов и
сравнения однородных и неоднородных моделей
НЗ были построены модели холодных НЗ в случае
неоднородного распределения плотности. Для
нахождения моделей с различными уравнениями
состояния необходимо проинтегрировать уравне-
ния Оппенгеймера-Волкова с термодинамиче-
скими функциями 1–7, указанными выше.

ω

( )

  ρ ×  ×  
 + ×%

2.508
33 2

39

1.508 35 3

= 490 10 дин/cм ,
10

= 14.89 3.25 10 эрг/см .
n

P
m

n n

( )+ −% %= * * .P P

  π+ +   − −

 π

%

%

3

2

2 2

2

2
2

4( )
= ,

21

= 4 .

r PP m
dP G c

Gmdr r c
rc

dm r
dr c

Рис. 6. Модель III H. Сплошной линией обозначена зависимость  в случае однородного распределения плотно-
сти, штрихпунктирная – в точной модели. Штриховая линия показывает зависимость  в однородном случае,
пунктирная – в точной модели. Вертикальная сплошная линия показывает, на какой плотности , 
× 1016 г/см3.
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Рис. 7. Модель V H. Сплошной линией обозначена зависимость  в случае однородного распределения плотности,
штрихпунктирная – в точной модели. Штриховая линия показывает зависимость  в однородном случае, пунктир-
ная – в точной модели. Вертикальная сплошная линия показывает, на какой плотности ,  1016 г/см3.
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Рис. 8. Модель V N. Сплошной линией обозначена зависимость  в случае однородного распределения плотности,
штрихпунктирная – в точной модели. Штриховая линия показывает зависимость  в однородном случае, пунктир-

ная – в точной модели. Вертикальная сплошная линия показывает, на какой плотности ,  г/см3.
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Рис. 9. Предельно жесткая модель. Сплошной линией обозначена зависимость  в случае однородного распреде-
ления плотности, штрихпунктирная – в точной модели. Штриховая линия показывает зависимость  в однород-
ном случае, пунктирная – в точной модели.
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Таблица 1. Критические параметры нейтронных звезд для различных уравнений состояния

Примечание. Номер модели соответствует нумерации в разделе 7: 1 – модель вырожденнного нейтронного газа; 2 – модель

вырожденного нейтронного газа с квадратичной поправкой по плотности ; 3 – модель I H; 4 – модель III H; 5 – модель V H;
6 – модель V N; 7 – модель с предельно жестким уравнением состояния.

Однородное распределение плотности

Параметр
Модель

1 2 3 4 5 6 7

 г/см3 1.3 0.74 1.2 1.44 1.4 1.37 0.76

 г/см3 1.43 0.84 1.39 1.68 1.63 1.57 0.87

0.84 1.84 2.13 1.98 1.86 2.02 3.42

0.87 1.99 2.5 2.36 2.15 2.41 4.54

, км 6.54 10.1 8.99 8.27 8.16 8.49 12.3

Точная модель

 г/см3 3.54 1.68 2.15 2.54 2.62 2.43 1.07

 г/см3 4.2 2.17 2.97 3.52 3.59 3.33 1.57

0.706 1.59 1.86 1.73 1.62 1.77 3.02

0.733 1.7 2.16 2.03 1.85 2.08 3.9

, км 9.14 12.8 9.9 9.06 9.17 9.35 12.7

ρ 15
0, 10

ρ 15, 10

/M M

0 /M M

R

ρ 15
0, 10c

ρ 15, 10c

/M M

0/M M

R
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Интегрирование было проведено методом Рун-
ге–Кутты 4 порядка точности с автоматическим
выбором шага [22]. Помимо построения зависи-
мостей , представленных на рис. 3–9, были
построены зависимости массы покоя от плотно-
сти ( ) в случаях однородного и неоднородно-
го распределения плотности. Для однородных НЗ
данная зависимость строится относительно про-
сто, используя уравнения (5), см. рис. 3–9. В слу-
чае неоднородной модели необходимо интегри-
ровать следующее уравнение:

Интегрирование также было проведено с исполь-
зованием метода Рунге–Кутты 4 порядка. Пара-
метры критического состояния НЗ приведены в
табл. 1. Значения плотностей в случае неоднород-
ной модели, в пределах ошибок, совпадают со
значениями, приведенными в [24].

8. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В рамках точной ОТО мы получили алгебраи-
ческое уравнение (20), позволяющее приближен-
но определить параметры сверхплотной звезды
(нейтронной или кварковой) в модели с однород-
ной плотностью. Уравнение имеет вид, универ-
сальный для любого уравнения состояния ,
где  учитывает вклад всех видов энергии. Оно
позволяет найти приближенные зависимости

,  для равновесных звезд, и найти крити-
ческую массу звезды, которая является макси-
мально допустимой в равновесии для заданного
уравнения состояния. По достижении плотности,
соответствующей этой максимальной массе на
кривой , звезда становится неустойчивой, и
должна коллапсировать с образованием черной
дыры. Сравнение наших результатов для одно-
родных моделей с точными решениями диффе-
ренциальных уравнений равновесия при различ-
ных уравнениях состояния из работы [24] пока-
зывает, что приближенное значение критической
массы звезды может превышать точное не более,
чем на 20%. Критические плотности в однород-
ных моделях оказываются существенно меньше
значений центральных плотностей в точных мо-
делях (см. табл. 1), и сопоставимы со средними
плотностями этих моделей.

Заметим, что существование предельной мас-
сы холодного белого карлика было впервые от-
крыто Стонером [1] в рамках приближенной нью-
тоновской однородной модели. Полученное им
значение массы на ~20% превышало точное зна-
чение этой массы, полученное позже [5, 6].
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NEUTRON STARS IN A UNIFORM DENSITY APPROXIMATION
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Models of neutron stars are considered in the case of a uniform density distribution. A universal algebraic
equation is obtained that is valid for any equation of state. This equation allows us to find the approximate
mass of a star of a given density without resorting to the integration of differential equations. Solutions for var-
ious equations of state, including more realistic ones, are presented in the paper and differ from the exact
solutions obtained by numerical integration of differential equations by no more than 20%.
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